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ПДРДІІЕЛЬНЫІ  ЛИНІИ 


Въ  предлагаемомъ  Опытѣ  л  имѣлъ  въ  виду  познакомить  лю¬ 
бителей  Геометріи  съ  постепеннымъ  развитіемъ  и  современнымъ 
состояніемъ  основнаго  вопроса  о  теоріи  параллельныхъ  линій  ^ 
столь  важнаго  для  науки.  Прослѣдивъ  критически  болѣе  или 
менѣе  неудовлетворительныя  попытки  прежнихъ  геометровъ  по 
этому  предмету,  я  остановился  на  новѣйшихъ  изслѣдованіяхъ, 
ближе  соотвѣтствующихъ  цѣли,  и  подвергъ  ихъ  внимательному 
разбору.  Для  полноты  изложенія,  я  привелъ  также  собственныя 
изысканія  и  соображенія  по  упоминаемой  теоріи,  отчасти  уже 
извѣстныя  по  тремъ  отдѣльнымъ  моимъ  мемуарамъ  *),  а  отчасти 
появляющіяся  здѣсь  въ  первый  разъ. 

Теорія  параллельныхъ  линій,  какъ  краеугольный  камень 
Геометріи,  постоянно  обращала  на  себя  вниманіе  геометровъ. 
Но,  не  смотря  на  всѣ  усилія  утвердить  ее  на  основаніи  совер¬ 
шенно  прочномъ,  придуманныя  доказательства,  отъ  Эвклида 
до  нашихъ  временъ,  подаютъ  поводъ  къ  возраженіямъ,  кото- 

•)  Соп$ШгаНот  зиг  Іез  йётопзігаііопз  ргіпсіраіез  йе  Іа  іНёогіе  Лез  рагаі- 
Шез  (Мёшоігез  ёе  ГАсаёётіѳ  Ітрёгіаіе  (іеа  Зсіеасез  йе  ЗІ.-РёІегвЬоиг^:.  УІ  8ё- 
гіе.  8с.  Ма^Ьётаи^иез  еі  РЬу8і^ие8,  Т.  IV);  * 

29  ІѴоиѵеІІе  ІНёогіе  йез  рагаІШез  (тамъ  же) ; 

3®  !Ѵо(е  зиг  Іа  ІНёогіе  Лез  рагаІШез  еі  зиг  с1*аиігез  роіпіз  (опЛатепіаих  Ое  Іа 
Сёотёігіе  ёіётепіаіге  (Виііеііп  рЬув.-таІЬёт.  Т.  IX,  4). 
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рыя,  по  видимому,  ПС  легко  могутъ  быть  вполнѣ  устрапепы. 
Эвклидъ,  въ  своей  Геометріи,  принялъ  за  аксіому  (аксіома 
11-я),  что  когда  двѣ  прямыя  пересѣчены  трет  ею,  и  сумма  вну¬ 
треннихъ  угловъ,  по  одну  сторону  сѣкугщі,  не  равна  двумъ  пря¬ 
мымъ  угламъ,  то  двѣ  линіи  пересѣкутся.  Изъ  этого  предложенія, 
которое  не  имѣетъ  степени  очевидности,  требуемой  отъ  аксіо¬ 
мы,  выводится  уже  со  всею  строгостію  вся  теорія  параллельныхъ 
линій.  Геометры,  писавшіе  послѣ  Эвклида,  не  побѣдили  глав¬ 
наго  затрудненія :  собственно  говоря,  они  парадоксально  обхо¬ 
дили  его,  допуская,  скрытнымъ  образомъ,  или  приведенный  сей¬ 
часъ  постулатъ,  или  какую-либо  другую  истину,  изъ  него  же 
проистекающую.  Такъ,  напримѣръ,  находимъ  во  многихъ  сочи¬ 
неніяхъ  о  Геометріи,  что  параллельными  линіями  называются 
такія  двѣ  прямыя,  которыхъ  взаимное  разстояніе  вездѣ  одинаково. 
Безу,  сказавъ,  что  параллельными  линіями  называются  двѣ  пря¬ 
мыя,  которыя,  находясь  въ  одной  плоскости,  и  бывъ  продолжены 
какъ  угодно  далеко,  нигдѣ  не  пересѣкаются,  заключилъ  изъ  этого 
опредѣленія,  безъ  всякаго  доказательства,  объ  отличи гельпомт» 
своііствѣ  ихъ  равноотстоянія.  Нѣтъ  надобности  останавливать¬ 
ся  па  погрѣшителыюсти  перваго  опредѣленія,  а  также  на  томъ, 
въ  какой  степени  заключеніе  Безу  произвольно.  Послѣдующіе 
разборы  ясно  обнаружатъ  парадоксы,  въ  которые  неумышленно 
впадали  геометры,  занимавшіеся  доказательствомъ  теоріи  парал¬ 
лельныхъ  линій. 

^Ітобы  прпд«ать  дальнѣйшему  изложенію  возможную  степень 
ясности,  предложимъ  здѣсь  перечень  нѣкоторыхъ  предложе¬ 
ній,  изъ  которыхъ  каждое  можетъ  привести,  съ  большею  или 
меньшею  простотою,  къ  полному  доказательству  истинъ,  состав¬ 
ляющихъ  ученіе  о  параллельныхъ  линіяхъ.  И  во-первыхъ,  усло¬ 
вимся  въ  самомъ  ихъ  опредѣленіи.  Подъ  параллельными  линіями 
мы  будемъ  разумѣть  прямыя  линіи,  перпендикулярныя  къ  данной 
прямой,  и  закмочаюиі^іяся  съ  нею  въ  одной  плоскостгі.  Часть  этой 
дайной  прямоіі,  ограниченную  двумя  параллельными  линіями, 
для  сокращенія  рѣчи,  назовемъ  основаніемъ  параллельныхъ.  Въ 
силу  такого  опредѣленія  прямо  заключаемъ,  что  параллельныя 
линіи,  какъ  бы  далеко  не  были  продолжены,  никогда  не  пересѣкутся. 

Приведенное  опредѣленіе  можно  также  предложить  и  въ 
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слѣдующемъ  видѣ:  двѣ  прямыя  линшу  лежащія  въ  одной  плоско- 
стщ  и  составляющія  сь  третею  внутренніе  углы^  которыхъ  сумма 
равна  двумъ  прямымъ  у?ламъ,  называются  параллельнымщ  и  заклю¬ 
чить  потомъ,  что  эти  линіи  нигдѣ  не  встрѣтятся.  Очевидно,  что 
оба  опредѣленія  равнозначащи. 

Перейдемъ  теперь  къ  основнымъ  предложеніямъ,  ведущимъ 
къ  строгому  доказательству  всѣхъ  свойствъ  параллельныхъ  ли¬ 
ній;  число  этихъ  истинъ  очень  значительно:  ограничимся  пе¬ 
речнемъ  главныхъ  изъ  нихъ.  Характеристическія  предложенія, 
о  которыхъ  говоримъ,  могутъ  быть  раздѣлены,  по  сущности 
своей,  па  три  рода,  именно:  на  предложенія,  относящіяся  т 
взагшному  пересѣченію  прямыосъ  линій;  2®  къ  свойствамъ  угловъ,  и 
3®  къ  свойствамъ  линій  въ  разсужденіи  опредѣленной  ихъ  длины. 

Прсдлоікеііія  рода. 

a)  Когда  двѣ  прямыя  пересѣчены  третею,  и  сумма  внутрен¬ 
нихъ  угловъ,  по  одну  сторону  сѣкущей,  не  равна  дву5іъ  пря¬ 
мымъ  угламъ,  то  эти  двѣ  линіи  пересѣкаются.  Въ  этомъ  свой¬ 
ствѣ  состоитъ  11-я  Эвклидова  аксіома  или  Эвклидовъ  по¬ 
стулатъ. 

b)  Наклонная  и  перпендикуляръ  къ  одноіі  и  той  же  прямой 
линіи,  по  достаточномъ  ихъ  продолженіи,  всегда  пересѣкутся. 

c)  Чрезъ  данную  точку  можно  провести  только  одну  линію, 
параллельную  данной  прямой. 

(I)  Когда  прямая  линія  пересѣкаетъ  одну  изъ  двухъ  парал¬ 
лельныхъ  между  собой  прямыхъ,  то  непремѣнно  пересѣчетъ  и 
другую  (см.  п®  2). 

е)  Перпендикуляръ,  возставленный  изъ  какой  ни  есть  точки 
одной  изъ  двухъ  параллельныхъ  между  собой  прямыхъ  линій, 
непремѣнно  пересѣчетъ  и  другую  *). 

1)  Чрезъ  всякую  точку,  взятую  внутри  опредѣленнаго  угла, 
можно  провести  прямую,  пересѣкающую  обѣ  стороны  этого  са¬ 
маго  угла  (см.  окончаніе  11). 

*)  Можетъ  быть  ыѣкоторые  изъ  нашихъ  читателей  затруднятся  примѣненіемъ 
этого  предложенія  къ  доказательству  какого-либо  основнаго,  общеупотребитель¬ 
наго  свойства  параллельныхъ  линій.  Отсылаемъ  къ  11-му  этого  Опыта,  гдѣ 
вполнѣ  разъясненъ  вопросъ. 
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Предложенія  рода. 

a)  Сѣкущая,  встрѣчающая  одну  изъ  двухъ  параллельныхъ 
между  собою  лииііі  подъ  прямымъ  угломъ,  будетъ  вм^Іютѣ  пер¬ 
пендикулярна  и  къ  другой. 

b)  Когда  двѣ  параллельныя  лннін  пересѣчены  косвенно  тре- 
тею  прямою,  то  изъ  осьми  угловъ,  образуемыхъ  при  этой  встрѣ¬ 
чѣ,  четыре  острые  будутъ  равны  между  собою;  2®  четыре 
тупые  также  равны,  и  3®  каждый  острый  будетъ  служить  ту¬ 
пому  дополненіемъ  къ  двумъ  прямымъ  угламъ. 

c)  Сумма  трехъ  угловъ  какого  ни  есть  прямолинейнаго  тре¬ 
угольника  равна  двумъ  прямымъ  угламъ. 

(1)  Можно  построить  такой  треугольникъ,  что  сумма  угловъ 
его  будетъ  равна  двумъ  прямымъ  угламъ  (п®  20). 

с)  Сумма  трехъ  угловъ  треугольника  постоянная  *). 

Г)  Существуетъ  такая  четырехъ- сторонная  прямолинейная 
Фигура,  въ  которой  или  всѣ  четыре  угла  прямые,  или  сумма 
ихъ  равна  четыремъ  прямымъ. 

{5)  Два  угла  треугольника  опредѣляютъ  третій  (п®  14). 

Предложенія  рода. 

a)  Разстоянія  между  параллельными  линіями  вездѣ  равны 
между  собою,  или,  что  все  равно:  если  изъ  всѣхъ  точекъ  прямой 
линіи  возставимъ  равные  перпендикуляры,  то  концы  ихъ  бу¬ 
дутъ  находиться  также  на  одной  прямой  линіи. 

b)  Разстояніе  между  двумя  прямыми  линіями  не  можетъ 
сперва  увеличиваться,  а  потомъ  уменьшаться,  и  обратно  (п®  5). 

c)  Пересѣченіе  двухъ  прямыхъ  линій,  или  данный  прямо- 
лиііейпыіі  уголъ,  не  можетъ  привести  къ  линіи  опредѣленной 
длины  (п®  14). 


*)  Это  предложеніе  ведетъ  непосредственно  къ  предложенію  с).  Дѣйстви¬ 
тельно,  пусть  будутъ  А,  В  и  С  углы  даннаго  треугольника,  а  5  постоянная  ііхъ 
сумма;  если  изъ  какой  пи  есть  его  вершины  опустимъ  перпендикуляръ  на  проти¬ 
волежащую  сторону,  то  получимъ  два  прямоугольные  треугольника;  сумма  ихъ 
шести  угловъ  будетъ  очевидно  Д Вч-С-%-2(1,  разумѣя  подъ  й  прямой  уголъ. 
Съ  другой  стороны,  эта  самая  сумма,  въ  силу  предложенія,  о  которомъ  идетъ 
рѣчь,  равна  постоянной  величинѣ  25;  слѣдовательно  Д Я С 2(1  =  25,  и 
какъ  Д-ч-^-*-С=5,  то  и  будетъ  Д-+-^-*-С=  5  =  2(і. 
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ё)  Длина  прямоіі  линіи  ие  можетъ  опредѣлить  угла  (п**  22), 

е)  При  даішомъ  остромъ  углѣ  можно  построить  такоіі  пря- 
моугольныіі  треугольникъ,  что  сторона  его,  прилежащая  къ  это¬ 
му  углу  и  къ  углу  прямому,  будетъ  какъ  угодно  велика  (п®  1 1). 

Г)  Сторона  правильнаго  шестиугольника,  вписаннаго  въ  кру¬ 
гѣ,  равна  его  радіусу. 

Обратимъ  также  вниманіе  нашихъ  читателей  на  то  обстоя¬ 
тельство,  что  при  доказательствахъ  теоріи  параллельныхъ  линій 
обыкповеппо  представ,іяются  два  случая,  изъ  которыхъ  одинъ 
рѣшается  со  всею  строгостію,  а  другой,  въ  какомъ  бы  видѣ  онъ 
не  предстаікіялся,  всегда  подаетъ  поводъ  къ  затрудненіямъ.  При 
впимательномъ  соображеніи  различныхъ  ниже  изложенныхъ 
способовъ  усмотримъ,  что  случай,  котораго  доказательство  не 
подлежитъ  возраженіямъ,  находится  постоянно  въ  зависимости 
отъ  слѣдующаго  свойства:  прямая  линія  Л,  соединяющая  концы 
двухъ  равныхъ  перпендикуляровъ^  возставленныосъ  і{ъ  данной  прямой^ 
не  можетъ  быть  меньше  линіи  В,  соединяющей  ихъ  основанія;  эта 
истина  доказывается  со  всею  строгостію.  Напротивъ  того,  дока¬ 
зательство,  что  прямая  линія  А  не  можетъ  бытъ  болѣе  линіи  В, 
представляло  всегда  особенпыя  затрудненія.  —  Эти  двѣ  истины 
могутъ  быть  замѣнены  и  другими,  равносильными  съ  ними. 
Такъ,  напримѣръ,  моично  доказать  съ  геометрическою  точностію, 
что  сумма  угловъ  всякою  прямолинейнаго  треугольника  не  можетъ 
быть  больше  двухъ  прямыхъ  уиовъ;  напротивъ  того,  доказатель¬ 
ство,  что  эта  сумма  не  можетъ  быть  меньше  дву  ось  прямыхъ 
угловъ^  представляетъ  тѣ  же  затрудненія,  какъ  и  второе  изъ 
предложенііі,  относящихся  къ  линіямъ  А  и  В. 

Послѣ  этихъ  предварительныхъ  объясненій,  перейдемъ  къ 
разсмотрѣнію  различныхъ  доказательствъ  теоріи  параллельныхъ 
линій.  Мы  укажемъ  сперва,  въ  короткихъ  словахъ,  на  сущность 
главнѣйшихъ  способовъ,  относящихся  къ  болѣе  или  менѣе  от¬ 
даленному  отъ  пасъ  времени.  Пріемы,  о  которыхъ  будемъ  гово¬ 
рить,  судя  по  оставшимся  объ  нихъ  отзывамъ,  считались  въ  свое 
время  вообще  удовлетворительными  со  стороны  строгости.  Мы 
увидимъ,  что  ни  одинъ  изъ  нихъ  не  можетъ  выдержать  основа¬ 
тельнаго  разбора. 
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9т  Древнѣіішее  изъ  дошедшихъ  до  пасъ  доказательствъ 
принадлежитъ  греческому  философу  Проклу,  жившему  въ  V 
вѣкѣ  по  Р.  X.*);  опо  отпосится  къ  1 1-іі  Эвклидовой  аксіомѣ. 
ІІередаемъ  его  въ  самомъ  упрощенномъ  видѣ,  удержавъ  въ  немъ 
только  существепиое,  и  откинувъ  все  излишнее. 

Пр  оклъ  принялъ  за  основную  аксіому,  что  разстояніе  меж¬ 
ду  двумя  сторонами  угла,  продолженными  неопредѣленно,  стано¬ 
вится  наконецъ  болѣе  всякаго  конечнаго  разстоянія.  Вслѣдъ  за 
этимъ  онъ  переходитъ  къ  доказате*іьству  слѣдуіощеіі  теоремы: 

Когда  прямая  линія  пересѣкаетъ  одну  изъ  двухъ  пара.ыельныосъ 
между  собою  прямыхъ,  то  непремѣнно  пересѣчетъ  и  другую. 

Пусть  будутъ  Л  В  и  СВ  двѣ  прямыя,  взаимно  параллельныя, 
а  ЕР  прямая,  пересѣкающая  АВ  ьъ  точкѣ  С.  Утверждается,  что 
линія  ЕР,  достаточно  продолженная,  пересѣчетъ  СВ.  Дѣйстви¬ 
тельно,  такъ  какъ  двѣ  прямыя  ОВ  и  СР  составляютъ  стороны 
угла  при  точкѣ  С,  то  продолживъ  ихъ  неопредѣленно,  окажет¬ 
ся,  что  разстояніе  между  ними,  въ  силу  допущенной  аксіомы, 
будетъ  болѣе  всякаго  конечнаго  разстоянія,  а  слѣдовательно  бо¬ 
лѣе  разстоянія  между  параллельными  ЛВ  и  СВ,  очевидно  конечна¬ 
го.  Такимъ  образомъ,  только-что  разстояніе  прямоіі  ОВ  отъ  пря- 
моік  СР  превзойдетъ  разстояніе  между  параллельными  А  В  и  СВ, 
прямая  СР,  пересѣкающая  АВ,  пересѣчетъ  вмѣстѣ  и  параллель¬ 
ную  ей  линію  СВ. 

Мы  не  будемъ  далѣе  слѣдить  за  Прок  л  омъ,  потому  что 
изъ  приведенной  сеіі-часъ  теоремы  можно  уже  безъ  труда  вы¬ 
вести  всѣ  другія  свойства,  относящіяся  къ  параллельнымъ  ли¬ 
ніямъ.  Такъ,  напримѣръ,  для  доказательства  встрѣчи  наклон¬ 
ной  съ  перпендикуляромъ,  стоитъ  только  изъ  точки  С  опустить 
перпендикуляръ  СП  на  СВ,  и  тогда  увидимъ,  что  паклоппая  СР 
къ  СИ  пересѣкаетъ  перпендикуляръ  ИВ  ігь  той  же  линіи  СП. 

Не  останавливаясь  па  томъ,  что  предложеніе,  принятое 
Прокломъ  за  аксіому,  требовало  бы  доказательства,  мы  обра¬ 
тимъ  вниманіе  только  па  смыслъ  подчеркнутыхъ  словъ  въ  дока¬ 
зательствѣ  теоремы.  Очевидно,  что  свойство  параллельныхъ  ли- 


*)  Мы  нс  упоминаемъ  о  доказате.іьствѣ  Птолемея,  потому  что  изложеніе 
его  такъ  неопредѣлительно  и  темно,  что  изъ  него  рѣшительно  нельзя  вывести  ни¬ 
какого  заключенія. 


ніГі,  по  которому  взаимное  разстояніе  между  ними  вездѣ  конечное  у 
голословно  допущено  быть  не  можетъ.  ГІроклъ  принималъ,  что 
перпендикуляръ  ІКу  опущенный  на  СО  изъ  точки  /,  взятой  на 
какомъ  угодно  разстояніи  отъ  С,  не  можетъ  увеличиться  не- 
опредѣ^іенно.  Но  въ  доказательствѣ  этого  свойства  собственно  и 
состоитъ  главное  затрудненіе.  Дѣйствительно,  возражающій  про¬ 
тивъ  греческаго  ФИлосоФа  въ  правѣ  сказать,  что  двѣ  параллель¬ 
ныя  линіи,  по  мѣрѣ  удаленія  въ  обѣ  стороны  отъ  основанія,  рас¬ 
ходятся,  при  чемъ  взаимное  ихъ  разстояніе  можетъ  увеличиться 
неопредѣленно.  Покамѣстъ  такое  утвержденіе  не  опровергнуто, 
до  тѣхъ  поръ  и  окончательное  заключеніе  не  имѣетъ  никакой 
силы. 

3»  Нассирт.-Эддииъ  Ат-Туси,  знаменитый  персидскій 
астрономъ  и  математикъ,  родившійся  въ  началѣ  XIII  вѣка,  пред¬ 
ложилъ  доказательство  теоремы  о  равенствѣ  двувіъ  прямымъ 
угламъ  суммы  угловъ  треугольника.  Пріемы,  предложенные 
имъ,  очень  остроумпы,  и  долгое  время  считались  совершенно 
удовлетворительными.  Такъ  находимъ  у  Монтюклы,  въ  его 
ІІШогге  дез  Ма(I^ёта^^^ие8  (Т.  1,  стр.  378  —  379),  отзывъ  о  спо¬ 
собѣ  ІІассиръ-Эддина,  который  онъ  называетъ  строгимъ  и 
удачнымъ.  Доказательство  персидскаго  математика  раздѣлено  на 
три,  такъ  названныя  имъ  тсылки  [ргаеттае)^  или  леммы.  Пер¬ 
вую  изъ  нихъ,  по  ея  очевидности,  онъ  принялъ  за  аксіому,  а 
остальныя  двѣ,  па  основаніи  первой,  доказалъ  съ  полною  стро¬ 
гостію.  Но,  вникнувъ  въ  сущность  первой  посылки,  мы  удосто¬ 
вѣримся,  что  она,  въ  видѣ  аксіомы,  допущена  быть  не  можетъ, 
почему  и  самое  доказательство  Нассиръ-Эддина  лишено  гео- 
метрическоіі  точности.  Войдемъ  по  этому  предмету  въ  надлежа¬ 
щія  подробности.  Первая  посылка,  о  которой  идетъ  рѣчь,  состо¬ 
итъ  въ  слѣдующемъ: 

Положимъ,  что  двѣ  прямыя  ЛВ  и  СО,  находящіяся  въ  од¬ 
ной  плоскости,  пересѣчены  другими  прямыми  N0,  ЬМ,  ІК,  СИ 
и  проч.,  падающими  перпендикулярно  на  линію  СО,  и  состав¬ 
ляющими  съ  ли  два  угла,  одинъ  острый,  а  другой  тупой;  до¬ 
пустимъ,  что  острые  углы  а,  а,  а  ,  а". . .  обращены  въ  сторону 
А,  а  тупые  6,  Ь\  въ  сторону  В.  Утверждается:  1®  Что 

прямыя  АВ  и  СО  приближаются  одна  къ  другой  со  стороны  АС, 


ей 
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и,  напротивъ  того,  удаляются  со  стороны  ВО.  Такимъ  образомъ, 
если  идемъ  отъ  стороны  ВО  къ  АС^  то  перпендикуляры  ЕР^ 
СІН^  ІК....  постепенно  уменьшаются,  а  если  отъ  стороны  ^Скъ 
ВОуТо  перпендикуляры ІѴ0,ІЛ/,  ІК...  увеличиваются;  слѣд.  бу¬ 
детъ  NО<І^М<аК<С,...у  и,  напротивъ  того,  ЕР'^СІІ'^ІК'^... 
2®  Когда  прямыя  АВ  и  СО  приближаются  со  стороны  АСу  а  уда¬ 
ляются  со  стороны  СОу  то  перпендикуляры  ІѴО,  ЕМу  ІК  и  проч, 
будутъ  болѣе  съ  тон  стороны,  гдѣ  прямыя  АВ  и  СО  удаляются 
одна  отъ  другой,  а  менѣе  тамъ,  гдѣ  приближаются,  такъ  что 

и,  напротивъ  того,  ІѴ0<СІЗ/ <С/ЛС<С.... 
Вмѣстѣ  съ  тѣмъ  углы  острые  а,  а  у  а\  а\ . . .  будутъ  находить¬ 
ся  со  стороны  АСу  а  тупые  6,  })' у  ...  со  стороны  ВО. 

Нассиръ-Эддинъ,  основываясь  на  этой  истинѣ,  принятой 
имъ  за  первоначальную  у  и  которая  поэтому  не  требовала  дальнѣй¬ 
шаго  объясненія,  предложилъ  доказательство  второй  посылки 
слѣдующаго^  содержанія: 

л.  I.  Когда  концы  С  и  О  двухъ  равныхъ  прямыхъ  линій  АС  и  ВОу 
*  перпендикулярныхъ  къ  АВу  соедншшъ  прямою  СОу  то  углы  при  С 
гі  О  будутъ  прямые. 

Дѣйствительно,  еслибъ  напримѣръ  уголъ  ВОС  не  былъ  пря¬ 
мымъ,  то  былъ  бы  острымъ  или  тупымъ.  Если  онъ  острый,  то 
линіи  АВу  СО  приближаются  одна  къ  другой  со  стороны  АСу  и 
тогда,  въ  силу  1-й  посылки,  перпендикуляръ  ВО  больше  пер¬ 
пендикуляра  АСу  между  тѣмъ  какъ  они,  по  предположенію,  рав¬ 
ны  между  собою ;  и  такъ,  уголъ  ВОС  не  можетъ  быть  острым  ь. 

Если  примемъ,  что  уголъ  ВОС  тупой,  то  прямыя  АВу  СО 
будутъ  удаляться  одна  отъ  другой  со  стороны  АС;  поэтому,  въ 
силу  той  же  1-И  посылки,  перпендикуляръ  АС  будетъ  больше 
перпендикуляра  ВОу  что  также  несправедливо. 

Слѣдовательно  уголъ  ВОС  прямой.  Точно  такъ  докажется, 
что  и  уголъ  АС  О  прямой. 

Мы  не  будемъ  слѣдить  за  дальнѣйшими  остроу»інымп  по¬ 
строеніями^  придуманными  Нассиръ-Эдди  номъ  для  доказа¬ 
тельства  третей  посылкгіу  выражающей  основное  предложеніе  о 
суммѣ  угловъ  всякаго  прямолинейнаго  треугольника  *).  Уже  на 


*)  Полное  изложеніе  способа  Насснръ-Э длина  читатели  найдутъ,  между 
прочимъ,  въ  Мётоігев  сіе  ГАсасІстіе  Коуаіе  йе  Вегііп,  1788  и  1789  г.,  въ  статьѣ 
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осиованіи  2-іі  посылки,  доказывающей  существовапіе  прямо¬ 
угольника  АВСОу  можно,  различными  путями,  и  притомъ  весьма 
просто  п  совершеппо  строго,  вывести  всѣ  свойства  параллель¬ 
ныхъ  линій.  Отсылая  по  этому  предмету  къ  п®  20  нашего  тек¬ 
ста,  прямо  перейдемъ  къ  указанію  на  парадоксъ  Насспръ-Эд- 
дина,  который  нерѣдко  встрѣчаемъ  и  въ  новѣйшихъ  опытахъ 
теоріи  параллельныхъ. 

Неточность,  какъ  мы  уже  замѣтили  выше,  заключается  въ 
допущеніи  1-й  посылки  въ  видѣ  аксіомы.  Кастилліопъ 
[СазШИоп)^  въ  своемъ:  8есопЛ  Мшогге  шг  Іез  рагаШІев  й^ЕисШе^ 
на  который  мы  выше  ссылались,  признавая  съ  другими  матема¬ 
тиками  неоспоримость  ея,  по  имѣя  въ  виду  придать  еще  боль¬ 
шую  степень  убѣдительности  способу  Нассиръ-Эддина,  пред¬ 
ложилъ  свое  доказательство  для  подтвержденія  этой  истины 
(стр.  184  и  слѣдующія).  Такъ  какъ  наши  возраичепія  противъ 
аксіомы  послужатъ  вмѣстѣ  и  опроверженіемъ  доказательства 
Кастилліона,  то  мы  и  не  будемъ  приводить  здѣсь  его  дово¬ 
довъ. 

Первая  посылка  не  можетъ  быть  принята  за  аксіому  по 
причинѣ  неполнаго  исчисленія  случаевъ,  которые  должно  брать 
въ  соображеніе  при  взаимномъ  расположеніи  острыхъ  и  тупыхъ  л.  і. 
угловъ  а,  а',  а'....,  6,  Ь\  б''....  Дѣйствительно,  въ  посылкѣ  до- 
пускается,  что  всѣ  углы  а\  а\  а....,  обращенные  къ 

сторонѣ  АСу  суть  острые,  а  всѣ  углы  Ь,  Ь\  Ь'",  6^''. . . . ,  обра¬ 
щенные  къ  сторонѣ  ВВ,  тупые;  въ  этомъ  предположеніи  всѣ 
сужденія  Нассиръ-Эддина  совершенно  основательны,  и  выве¬ 
денныя  имъ  слѣдствія  неоспоримы.  Но  будетъ  ли  это  единствен¬ 
нымъ  предположеніевіъ  относительно  порядка  послѣдованія  ос¬ 
трыхъ  и  тупыхъ  угловъ?  Вникнувъ  въ  этотъ  вопросъ,  увидимъ, 
что  существуетъ  еще  одно,  опущенное  предположеніе,  при  ко¬ 
торомъ  дальнѣйшія  сужденія  нерсидскаго  геометра,  а  вмѣстѣ  и 
Кастилліона,  становятся  ошибочными.  Въ  самовіъ  дѣлѣ,  ни¬ 
какія  соображенія  въ  разсматриваемой  истинѣ  пе  указываютъ 
на  то,  по  какому  закону  измѣняются  острые  углы  а\  а\  а..., 

Кастилдіоиа:  ЗесопЛ  Шшоіге  зиг  Іе$  рагаШІез  Л'ЕисШе  (стр.  174  —  183),  а 
также  у  Валльиса  въ  кпигѣ  его:  іоЬаппіб  >Ѵа11І5  5.  Т.  П.  де  АІдеЬга  Тгасіа- 
105,  1693  года,  стр.  669. 
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л.  I.  когда  будемъ  идти  отъ  стороны  ВО  къ  сторонѣ  АС.  Иа  такомъ 
основаніи  представляется  возраженіе,  что  эти  острые  углы  а",  а, 
а...,  увеличиваясь  постепенно,  приближаются  къ  значенію  пря- 
мшо  угла,  и  достигаютъ  этого  предѣла,  напримѣръ,  при  положе¬ 
ніи  Р^  перпендикуляра.  Въ  такомъ  случаѣ  острые  углы  будутъ 

ПО  правую  стороыу  перпси.  Р^:  по  лѣвую  сторону  перпеы.  РО: 

П  I  9  П 

•  у  О/ ^  а  0Су0Су0с*»с« 

а  тупые 

ь\  ь  р,  р".... 

11  притомъ 

уГѵіы  же  при  Р  11  ^  прямые  по  самому  предположенію. 

Такимъ  образомъ  обнаруживается  новый  случаи  отпоситель- 
л.  I.  но  взаимнаго  положенія  двухъ  прямыхъ  АВ  и  СОу  а  именно: 
перпендикуляры  ІКу  ЬМу  NО,,..у  идущіе  отъ  стороны  ВО  къ 
сторонѣ  АСу  уменьшаются  сперва  постепенно  до  нѣкотораго 
предѣла;  достигнувъ  же  его,  то-ссть  наименьшаго  своего  значе¬ 
нія,  положимъ  Р^у  они  начинаютъ  составлять  рядъ  возрастаю¬ 
щій,  такъ  что  И  такъ,  первая  по- 

сылка  не  имѣетъ  надлежащей  полноты;  въ  пей  утверждается 
только,  что  двѣ  прямыя  съ  одной  стороны  всегда  приближают¬ 
ся,  а  съ  другой  постоянно  удаляются  другъ  отъ  друга;  но  къ 
этому  предположенію  необходимо  прибавить  и  приведенный  на¬ 
ми  сеіі-часъ  случай,  когда  допускаемъ,  что  прямыя  линіи,  пачи- 
ф.  4.  пая  огь  нѣкотораго  опредѣленнаго,  общаго  имъ  перпендикуляра 
Р^у  расходятся  въ  обѣ  стороны.  Доказательство  невозможности 
такого  рода  расходимости  прямыхъ  въ  обѣ  стороны  и  состав¬ 
ляетъ,  собственно  говоря,  камень  преткновенія  въ  теоріи  парал¬ 
лельныхъ  линій. 

Послѣ  этихъ  объясненій  можно  тотчасъ  показать,  что  дока¬ 
зательство  второй  посыАкПу  предлагаемое  Иассиръ-Эддппомъ, 
теряетъ  всю  свою  силу.  Дѣйствительно,  раздѣлимъ  линію  АВ 
пополамъ  въ  точкѣ  ^у  и  возставимъ  изъ  нея  перпендикуляръ  ^Р 
къ  АВ.  Очевидно,  по  строенію,  что  углы  ^Р^  н  ^РС  будутъ 
прямые;  углы  же  при  I)  и  Су  ясно,  равны  между  собою;  слѣ- 
довательпо  они  равпоимеипысу  то-ссть,  пли  оба  острые,  или  оба 


л.  I. 

Ф.  3. 


и 


тупые.  Это  замѣчаніе  прямо  уничтожаетъ  заключеніе  Пасси ръ- 
Эддина,  основанное  ш  разнопменности  упоминаемыхъ  угловъ. 
Кто  знакомъ  съ  теоріею  параллельныхъ  линіи,  тотъ  знаетъ,  что 
невозможность  принимать  утлы  при  С  м  В  тупыми  доказы¬ 
вается  соверніенпо  строгимъ  образомъ;  главное  затрудненіе  со¬ 
стоитъ  въ  доказательствѣ  того,  что  эти  углы  не  могутъ  быть  и 
острыми, 

41.  Доказательство  германскаго  математика  Клавія,  помѣ¬ 
щенное  въ  изданномъ  имъ  Эвклидѣ  (ФранкФуртское  изданіе 
1507  года,  іп-8^  гь  двухъ  томахъ),  вовсе  не  удовлетворяетъ 
требованіямъ  геометрической  строгости,  ибо  основано  на  нача¬ 
лѣ,  которое  не  можетъ  быть  принято  голословно.  Клавііі  допу- 
стил'ь,  что  ко?дсі  всіъ  точки  линіи  равно  удалены  отъ  прямой^  .іс- 
жащеіі  въ  одной  съ  нею  плоскости^  то  эта  линія  будетъ  прямая* 
Упоминаемое  свойство  прямыхъ  такъ  же  несомнѣнно,  какъ  и 
свойство,  выражаемое  11-ю  Эвклидовою  аксіомою;  но  при¬ 
нять  его  за  исходную  точку  въ  доказательствѣ  теоріи  парал¬ 
лельныхъ  линіи,  значитъ  нисколько  не  подвинуть  впередъ  Эв¬ 
клидова  рѣшенія.  Прибавимъ  къ  этому,  что  нѣкоторыя  объ¬ 
ясненія,  предлагаемыя  Клавіемъ  для  подтвержденія  истины,  о 
которой  идетъ  рѣчь,  не  имѣютъ  никакого  значенія  въ  геометри¬ 
ческомъ  смыслѣ. 

Переходимъ  теперь  къ  доказательству  Роберта  Симп¬ 
сона,  извѣстнаго  и  весьма  уважаемаго  шотландскаго  математи¬ 
ка.  Въ  1756  году  онъ  издалъ  Эвклида,  на  латинскомъ  языкѣ, 
съ  примѣчаніями.  Въ  этомъ  изданіи  онъ  отзывается  объ  1 1-іі 
аксіомѣ  какъ  объ  истинѣ  не  въ  полной  мѣрѣ  очевидной  и  не 
допускающей  строгало  доказательства.  Въ  1775  году  Рооертъ 
Симпсонъ  напечаталъ  Эвклида  на  англійскомъ  языкѣ^  и  въ 
примѣчаніяхъ  къ  этому  творенію  помѣстилъ  придуманное  имъ 
доказ.ттельство  предложенія,  выражаемаго  11-ю  Эвклидовою 
аксіомою. 

Полное  изложеніе  способа  Симпсона  читатели  найдутъ  так¬ 
же  въ  упомянутомъ  выше  мемуарѣ  Кастилліона  (стр.  195  и 
слѣдующія).  Цѣль  наша,  указать  на  существенную  часть  этого 
способа,  и  обнаружить  его  недостаточность,  что  можетъ  быть 
сдѣлано  въ  короткихъ  словахъ. 


12  — 


і 


л.  I. 
Ф.  5. 


Опредѣливъ  сперва,  что  должно  разумѣть  подъ  разстояніемъ 
точки  отъ  прямой  линіи,  также  обыкновенное  понятіе  о  сближе¬ 
ніи,  удаленіи  и  равноотстояніи  двухъ  прямыхъ  линій,  Симп¬ 
сонъ  предлагаетъ  слѣдующую  аксіому: 

Двѣ  прямыя  линіи  не  могутъ  сперва  приближаться  одна  къ 
другоку  а  потомъ  удаляться^  не  встрѣтясь  предварительно.  Цо^ 
добнымъ  образомЪу  двѣ  прямыя  не  могутъ  сперва  удаляться  одна 
отъ  другойу  а  потомъ  приближаться.  Также  двѣ  прямыя  не  мо¬ 
гутъ  быть  сперва  равноотстоящими  у  а  потомъ  удаляться  одна 
отъ  другоііу  или  взаимно  приближатьсЯу  ибо  прямая  линія  имѣетъ 
всегда  одно  и  то  же  направленіе. 

Эта  аксіома  въ  сущности  не  отличается  отъ  первой  посылш 
Иассиръ-Эддина.  Различіе  между  ними  состоитъ  только  въ 
Формѣ  изложенія. 

Вслѣдъ  за  аксіомою  у  Симпсонъ  доказываетъ  слѣдующее 
предложеніе: 

Когда  конщі  С  и  О  двухъ  равныхъ  прямыхъ  линіи  АС  и  В  Оу 
перг\ендикулярныхъ  къ  АВу  будутъ  соединены  прямою  СО  у  то  вся¬ 
кій  перпендикуляръ  ЕРу  возставленный  изъ  Е  къ  АВу  и  ограничен¬ 
ный  прямою  СОу  будетъ  равенъ  линіи  АС  или  ВО. 

Въ  самомъ  дѣлѣ,  если  линія  ЕР  не  равна  АСу  то  одна  изъ 
нихъ  будетъ  болѣе  другой;  допустимъ,  напримѣръ,  что  АС'>ЕР. 
Такъ  какъ  перпендикуляръ  ЕР  менѣе  перпендикуляра  АСу  то 
прямая  СРО  ближе  къ  АВ  въ  точкѣ  Р  нежели  въ  точкѣ  (7;  то- 
есть,  прямая  СР  приближается  къ  прямой  АВ  при  переходѣ  отъ 
точки  С  къ  точкѣ  Р.  Но,  съ  другой  стороны,  какъ  перпендику¬ 
ляръ  ВО  больше  перпендикуляра  ЕРу  то  прямая  РО  болѣе  уда¬ 
лена  отъ  прямой  АВ  въ  точкѣ  О,  нежели  въ  точкѣ  Р;  то- есть, 
прямая  Р'О  удаляется  отъ  прямой  АВу  когда  идемъ  отъ  точки  Р 
къ  точкѣ  О.  Слѣдовательно  прямая  СЕО  сперва  приближается, 
а  потомъ  удаляется  отъ  прямой  АВу  не  пересѣкая  ея  въ  проме¬ 
жуткѣ,  а  это  невозможно  въ  силу  приведенноіі  выше  аксіомы. 

Совершенно  подобнымъ  образовіъ  докажется  невозможность 
предположенія  ЕР'^АС. 

Слѣдовательно,  перпендикуляръ  ЕР  ни  меньше,  ни  больше 
прямоіі  АС  пли  ВОу  а  поэтому  равенъ  каждой  изъ  этихъ  линій, 
что  и  надлежало  доказать. 
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Вывсдсппая  теорема  выражаетъ  отличительное  своііство  па¬ 
раллельныхъ  линііі;  но  аьхіома,  на  котороіі  основано  ея  доказа¬ 
тельство»  не  можетъ  быть  допущена.  Дѣйствительно,  мы  уже 
видѣли  въ  3,  что  строгость  геометрическая  требуетъ,  чтобы 
при  разсматриваніи  взаимнаго  положенія  двухъ  прямыхъ  линій 
на  плоскости,  не  упускали  изъ  виду  того  случая,  когда  эти  пря¬ 
мыя  сперва  приближаются,  а  потомъ  удаляются  одна  отъ  дру- 
гоіі,  чего  не  сдѣлалъ  Робертъ  Симпсонъ  въ  своей  аксіомѣ. 
Вотъ  почему  предложенный  имъ  способъ,  подобно  другимъ, 
принадлежитъ  къ  числу  неудовлетворительныхъ. 

Переходимъ  теперь  къ  новѣйшимъ  опытамъ  строгаго  дока¬ 
зательства  теоріи  параллельныхъ  линій.  Болѣе  другихъ  матема¬ 
тиковъ  обратили  на  нее  вниманіе  Бертранъ  *)  изъ  Женевы,  и 
въ  особенности  Лежандръ.  Доказательства  ихъ  вошли  во  мно¬ 
гіе  курсы  Геометріи.  При  полномъ  уваженіи  къ  авторитету  этихъ 
двухъ  именъ,  и  въ  особенности  к*ъ  имени  знаменитаго  Француз¬ 
скаго  геометра,  я  позво  ію  себѣ  однакожъ  предложить  нѣкото¬ 
рыя  замѣчанія,  и  даже  сомнѣнія,  на  счетъ  строгости  ихъ  пріе¬ 
мовъ.  Начнемъ  съ  способовъ  Бертрана. 

в.  Бертранъ,  основываясь  па  разсматриваніи  безконеч¬ 
ныхъ  пространствъ,  показалъ,  что  если  прямая  ВО  перпендику¬ 
лярна  къ  АВ,  то  третья  линія  АЕ,  составляющая  острыіі  уголъ 
съ  АВ,  будучи  достаточно  продолжена,  пересѣчетъ  перпендику¬ 
ляръ  ВО.  Для  доказательства,  онъ  возставляетъ  перпендикуляръ 
АС  къ  ЛВ,  и  повторяетъ  уголъ  САЕ  столько  разъ,  сколько  нужно 
для  того,  чтобъ  получеипын  кратный  уголъ  бы.іъ  равенъ  прямому 
углу,  или  превосходилъ  его.  Такъ,  на  фигурѣ  6,  учетверенныіі 
уголъ,  именно  уголъ  САЕ  '\  удовлетворяетъ  условію,  ибо  превы¬ 
шаетъ  уголъ  прямой.  Отложивъ  потомъ  ВВ'=  В'В''=  В" В'^'=.АВ^ 
и  возставивъ  перпендикуляры  В'0\  В'0'\  В'о'у  получатся  че¬ 
тыре  равные  двуугольника  САВО,  0ВВ>0\  0'в'в"0'\і0"в"в'"0''\ 
Па  основаніи  такого  построенія,  сужденіе  Бертрана  приводит¬ 
ся  къ  слѣдующему:  если  допустимъ,  что  наклонная  АЕ  не  пе¬ 
ресѣкаетъ  перпендикуляра  ВО^  то  изъ  этого  должно  будетъ  за¬ 
ключить,  что  неопредѣленное  пространство  угла  САЕ  меньше 

*)  Бертранъ  {Вегігапй)  издалъ  весьма  освовательпую  книгу  подъ  загла* 
віемъ;  ВёѵеіЩ>ретепі  поиѵеан  йе  Іа  рагЫе  ёІётепШіге  Лея  МаіНётаіщиея^  1778  г. 
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неопредѣленнаго  же  пространства  двуугольника  САВВ;  слѣдо- 
ватс.іыіо  пространство  САЕ  равное  учетверенному  углу  САЕ^ 
который  по  предположенію  больше  прямого  угла,  должно  быть 
меньше  неопредѣленнаго  пространства  САВ"'В'",  изображаіоша- 
ГО  учетверенный  двуугольникъ  СЛВО.  Но  второе  пространство 
СЛВ  ^  заключено  въ  первомъ  САН!' ,  и  даже  можетъ  вмѣстить¬ 
ся  въ  немъ  безконечное  число  разъ,  почему 
отсюда  прямо  заключаемъ,  что  пространство  угла  САЕ  больше 
пространства  двуугольника  САВВ.  И  такъ,  допущенное  предпо¬ 
ложеніе  несправедливо,  и  сторона  АЕ  угла  ВАЕ^  будучи  доста¬ 
точно  продолжена,  непремѣнно  выйдетъ  изъ  двуугольника  САВО^ 
или,  иначе:  наклонная  ЛЕ  всегда  пересѣчетъ  гдѣ-нибудь  пер¬ 
пендикуляръ  ВО, 

Противъ  этого  доказательства,  которое  считали  совершенно 
строгимъ,  можно  однакожъ,  по  нашему  мнѣнію,  сдѣлать  возра¬ 
женіе.  Дѣйствительно,  оно  окончательно  основано  па  томъ  на¬ 
чалѣ,  что  изъ  двухъ  неопредѣленныхъ  пространствъ^  объемлемое  ліе- 
нѣе  объелитща?о.  Эта  аксіома,  конечно,  пе  подлежитъ  ни  малѣіі- 
шевіу  сомнѣнію,  когда  рѣчь  идетъ  о  пространствахъ  ограничен¬ 
ныхъ;  но  намъ  кажется,  что  та  же  истина,  въ  отношеніи  къ 
пространствамъ  безконечнымъ,  далеко  не  имѣетъ  равпоік  степе¬ 
ни  очевидности.  Покажемъ  это  на  самомъ  дѣлѣ;  и  во-первыхъ 
замѣтимъ,  что  допустивъ  аксіому  для  безконечныхъ  пространствъ, 
можно  значительно  упростить  доказательство  Бертрана,  и  при¬ 
ложить  его  сужденіе  непосредствепно  къ  11-іі  Эвклидовой 
аксіомѣ  слѣдующимъ  образомъ: 

Л-  !•  Пусть  будутъ  двѣ  прямыя  АС  п  ВВ^  пересѣченныя  третею 
*  ЛВ  такъ,  что  сумма  внутреннихъ  угловъ  САВ  и  АВВ  менѣе 
двухъ  прямыхъ.  Надобно  доказать,  что  прямыя  АС  и  ВВ,  до¬ 
статочно  продолженныя,  пересѣкутся.  Въ  самомъ  дѣлѣ,  такъ 
какъ  сумма  двухъ  смежныхъ  угловъ  АВВ  и  ВВЕ  равна  двумъ 
прямымъ,  то  уголъ  ВВЕ  будетъ  болѣе  угла  САВ;  слѣдователь¬ 
но,  неопредѣленное  пространство  САЕ  будетъ  менѣе  неопредѣ¬ 
леннаго  пространства  ВВЕ.  Отсюда  прямо  заключаемъ,  что 
уголъ  ВВЕ  не  можетъ  вмѣщаться  въ  углѣ  САЕ^  почему  прямая 
АС  у  по  достаточномъ  ея  продолженіи,  должна  пересѣчь  ли¬ 
нію  ВВ.  ♦ 
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Как7>  бы  это  заключеніе  съ  перваго  взгляда  не  казалось 
естественнымъ,  можно  однакожъ  предложить  сомнѣнія  на  счетъ 
безусловной  его  строгости.  Пусть  будетъ  ЛМС  кривая  линія,  ^  ^ 
имѣющая  прямолинейную  ассимптоту  БП,  перпендикулярную 
къ  ЛЕ.  При  такомъ  условіи  казалось  бы  очевидным!),  что  без¬ 
конечное  пространство  СЛЕ  болѣе  объемлемаго  имъ  простран¬ 
ства  лрямаго  угла  ОБЕ,  Съ  другой  стороны,  если  изъ  точки  А 
возставимъ  къ  АЕ  перпендикуляръ  АР^  то  заключимъ,  па  томъ 
же  основаніи  какъ  іі  преиіде,  что  то  самое  пространство  САЕ^ 
вмѣщающееся  теперь  въ  прямомъ  углѣ  РАЕу  менѣе  сего  послѣд¬ 
няго.  Такимъ  образомъ  мы  приведены  къ  двумъ  протпворѣча- 
щимъ  одно  другому  заключеніямъ,  именно,  что  безконечное  про¬ 
странство  САЕ^  въ  одно  время,  и  болѣе  и  менѣе  прямаго  угла. 
Принимая  въ  соображеніе  такую  неопредѣлителыіость  получае¬ 
мыхъ  результатовъ,  мы  полагаемъ,  что  едва-ли  можно  согла¬ 
сить  употребленіе  приведеннаго  сей-часъ  пріема  съ  требованіями 
простоты,  ясности  и  строгости  геометрической. 

Мы  знаемъ,  что  приведенное  нами  противорѣчіе  па  самомтэ 
дѣлѣ  не  существует!),  и  объясняется  тѣмъ,  что  площадь  дву¬ 
угольника  Е\ІВО,  какъ  безконечная  величина  перваго  порядка, 
дол.кііа  быть  откинута  предъ  безконечнымъ  пространствомъ  пря¬ 
маго  угла  ОБЕ  или  РАЕу  который  изображаетъ  безконечно 
больніуіо  величину  втораго  порядка.  По,  спрапиівается,  папіе 
возраженіе  не  силыіѣе-лн  подѣйствуетъ  на  умы  приступающихъ 
къ  изученію  Геометріи,  чѣмъ  отвлеченныя  объясненія,  основан- 
ііыя  на  разсматриваніи  безконечныхъ  величинъ  разныхъ  поряд¬ 
ковъ,  еще  новыхъ  для  начинающихъ,  или  о  которыхъ  они  имѣ¬ 
ютъ  развѣ  только  самыя  сбивчивыя  и  темныя  понятія?  Въ  п®  13 
мы  предложимъ  еще  нѣкоторыя  соображенія  по  этому  самому 
предмету. 

9.  Предлагаемое  Бертраномъ  доказательство  теоремы  о 
суммѣ  трехъ  угловъ  треугольника  очень  просто,  іг  можетъ  по¬ 
казаться  болѣе  удовлетворительнымъ.  Пусть  будетъ  АВС  раз-  ф!  9. 
сматриваемый  треугольникъ.  Л,  В,  С  его  углы,  и  о  его  ПѵЮщадь; 
продолжимъ  сторону  АС  къ  С^,  СВ  къ  В\  ВА  къ  А\  Очевидно, 
что  совокупность  трехъ  угловъ  А'АС\  (/ СВ\  В'ВА\  вмѣстѣ  съ 
площадью  О),  займетъ  всю  плоскость,  па  которой  лежитъ  тре- 
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уго.іі.пикъ  ЛВС;  слѣдовательно  эта  сумма  будетъ  равна  четы¬ 
ремъ  прямымъ  угламъ.  И  такъ,  означивъ  чрезъ  <1  прямой  уголъ, 
получимъ 

уг.  А'А(^ -+-  уг.  СВ'-і-  уг.  В'ВЛ'-і-  о  =  М, 

откуда 

уг.  л'лс'-і-уг.  С'С'Л  н- уг.  В'вА=Ы  —  (^. 

По,  С7>  другой  стороны,  И5іѣемъ 

уг.  А  =  2(І  —  уг.  А'А(/ 
уг.  В  =  2(1  —  уг.  в' В  А 
уг.  С  =  2А  —  уг.  СВ\ 

Взявъ  сумму,  получимъ 

Л-^В-^С=6А  —  (у г.  А^АС^ -+-  уг.  В'ВЛ'-\-  уг.  С'СВ  ) ;  ' 

наконецъ,  внеся  на  мѣсто  послѣдней  суммы  равную  еіі  велнчп- 
ну  Ы  —  о,  будетъ 

А-^В-^С  =  2А-\-(д. 

Такъ  какъ  площадь  о  есть  величина  конечная^  а  количество  2с/,  ' 
изображающее  два  прямые  угла,  или  половину  неопредѣленной 
плоскости,  величина  безконтно  большая^  то  о  можетъ  быть  от¬ 
кинуто  предъ  2(/,  и  получится  просто  С=  2й. 

Это  доказательство  убѣдительнѣе  для  начинающихъ,  чѣмъ 
предъндущее:  они  скорѣе  поймутъ,  что  количество  конечное, 
именно  площадь  треугольника,  можетъ  быть  откинута  предъ 
пространствомъ  безконечнымъ,  измѣряемымъ  двумя  прямыми 
углами,  то-есть  предъ  безконечно  большою  величиною  втораго 
порядка.  Однакожъ,  и  этотъ  пріемъ  подаетъ  поводъ  къ  возра¬ 
женіямъ  подобнымъ  тѣмъ,  какимъ  подвергся  предъидущій.  По¬ 
кажемъ  это  упростивъ  еще  доказательство  Бертрана.  Пусть 
данный  треугольникъ  будетъ  АВС\  продолживъ  стороны  его 
АС,  АВ,  ВС,  получимъ  неопредѣленно-продолженныя  линіи  АС, 
АР,  ВО  и  СЕ.  Уголъ  при  А  треугольника  будетъ  измѣряться 
неопредѣленнымъ  пространствомъ  Р^АС,  уголъ  при  В  простран¬ 
ствомъ  ОВР,  наконецъ  уголъ  при  С  неопредѣленнымъ  простран¬ 
ствомъ  ЕСС;  слѣдовательно,  сумма  трехъ  угловъ  А,  В,  С  дан¬ 
наго  треугольника  изобразится  безконечнымъ  пространствомъ 
ОВАСЕ,  то-ёсть  двумя  прямыми  углами  съ  присовокупленіемъ 
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къ  пимъ  площади  о  самаго  треугольника  АВС.  Но  какъ  эта 
плопіадь  есть  величина  конечная,  то  и  должна  быть  откинута 
предъ  безконечно  большою  величиною  второго  порядка,  выра¬ 
жаемою  двумя  прямыми  углами.  И  такъ,  сумма  трехъ  угловъ 
треугольника  равна  двумъ  прямымъ  угламъ. 

Мы  возразимъ  противъ  этого  доказательства,  что  измѣнивъ 
только  построеніе,  получится  слѣдствіе,  какъ  бы  протііворѣча- 
щее  найдеиному.  Дѣйствительно,  проведемъ  произвоѵіьно  линію 
АН  внутри  треуго.іыіика  АВС,  и  возьмемъ  на  этой  прямой  точку  Ф.  іо. 
N  на  какомъ  угодно  разстояніи  отъ  вершины  А.  Чрезъ  эту  точ¬ 
ку  N  проведемъ  двѣ  прямыя  N1  и  NК  такъ,  чтобы  уголъ  ІШІ 
равня.іся  углу  РАУ,  а  уголъ  АЛ7/углу  СЛУ;  ясно,  что  уго.іъ 
КУІ  будетъ  равенъ  углу  А  даннаго  треугольника.  Слѣдователь- 
ио,  при  такомъ  построеніи,  сумма  А  ч-  В  ч-  С  трехъ  угловъ  из¬ 
мѣряется  совокуппостііо  трехъ  безконечныхъ  пространствъ  ВВР^ 

ЕСС  и  КNIу  и  эти  три  пространства,  взятыя  вмѣстѣ,  очевидно 
меньше  двухъ  прямыхъ  угловъ,  считаемыхъ,  какъ  п  прежде, 
подъ  прямою  ВЕ.  Новое  значеніе  суммы  трехъ  угловъ  треуголь¬ 
ника  оказывается  меньшимъ  прежденайденнаго  на  безконечное 
пространство  Фигуры  КNIЕЛСу  которая  сама  разлагается  па  два 
двуугольника  РАNI  и  СААК;  площади  этихъ  двуугольниковъ 
могутъ  быть  увеличены  по  произволенію  чрезъ  удаленіе  точки 
N  отъ  А.  И  такъ,  мы  снова  приведены  къ  противорѣчію,  ибо 
нашли  прежде,  что  искомая  сумма  А  -н  В  ч-  С  болѣе  двухъ  пря¬ 
мыхъ  угловъ,  а  теперь  показали,  что  та  же  сумма  менѣе  двухъ 
прямыхъ  угловъ,  считаемыхъ  въ  обоихъ  случаяхъ  подъ  прямою 
ВЕ.  Здѣсь  мы  видимъ,  что  самый  избытокъ  двухъ  прямыхъ 
угловъ  предъ  суммою  Ач-  В  ч-  С  есть  пространство  безконечно 
большое.  Такое  противорѣчіе,  безъ  сомнѣнія,  объясняется  свой¬ 
ствомъ  безконечно  большихъ  величинъ  раз.іичныхъ  порядковъ; 
но  неоспоримо  также,  что  подобнаго  рода  объясненія,  по  сущ¬ 
ности  своей,  пе  могутъ  войти  въ  Начальную  Геометрію.  По  на¬ 
шему  мнѣнію,  не  легко  будетъ  объяснить  начинающимъ,  что 
хотя  пространство,  заключенное  въ  двухъ  двуугольникахъ  РААІ 
и  СААКу  можетъ  быть  увеличено  по  произволенію  чрезъ  удале¬ 
ніе  точки  А  отъ  вершины  Ау  тѣмъ  не  менѣе  однакожъ  это  про¬ 
странство  нисколько  не  уменьшитъ  безконечнаго  же  простран- 
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ства,  измѣряемаго  двумя  прямыми  углами,  считая  послѣдніе 
подъ  прямою  линіею  ВЕ. 

Впрочемъ,  основываясь  па  выведенпыхъ  сей-часъ  двухъ 
противорѣчивыхъ  слѣдствіяхъ  относительно  срімы  угловъ  тре¬ 
угольника,  можно  придать  болѣе  строгій  видъ  изложенному  до¬ 
казательству.  Въ  самомъ  дѣлѣ,  означивъ  чрезъ  й  прямой  уголъ, 
первое  слѣдствіе  приведетъ  къ  неравенству 

А  н—  В  “Н  2(і, 

а  второе,  напротивъ  того,  къ  слѣдующему: 

А  В  С  2(1. 

Чтобъ  согласить  ати  два  условія  между  собою,  необходимо  При¬ 
пять 

А  —4—  в  ~4-  О  2(1, 

въ  чемъ  и  состоитъ  доказываемая  теорема. 

Л.  Переходимъ  теперь  къ  трудамъ  Лежандра.  Моясно 
утвердительно  сказать,  что  ни  одинъ  математикъ  не  приложилъ 
столько  стараній  для  усовершенствованія  теоріи  параллельныхъ 
линііі,  какъ  Лежандръ.  Особенная  заботливость  придать  сво¬ 
имъ  доказательствамъ  возможную  степень  простоты  и  строгости 
явно  обнаруживается  въ  многочисленпьіхъ  изданіяхъ  его  Гео¬ 
метріи,  и  наконецъ  въ  обширномъ  мемуарѣ  *),  исключительно 
посвященномъ  этому  вопросу. 

Въ  первомъ  изданіи  Геометріи  Лежандра  (1794  г.)  нахо¬ 
димъ  доказательство  предложенія  о  встрѣчѣ  наклонной  съ  пер¬ 
пендикуляромъ.  Но  этотъ  первый  опытъ  не  былъ  удовлетвори¬ 
теленъ  со  стороны  геометрической  строгости ;  приведемъ  его  въ 
короткихъ  словахъ. 

л.  I.  Положимъ,  что  прямыя  ВВ  и  АЕ  перпендикулярны  къ  Ы, 
а  ^^С  составляетъ  съ  Ы  острый  уголъ  1АС',  для  доказательства, 
что  АС,  по  достаточномъ  продолженіи,  пересѣчетъ  В  В,  разсуж¬ 
даемъ  слѣдующимъ  образомъ:  изъ  какой  ни  есть  точки  Р  пря¬ 
мой  АС  опускаемъ  перпендикуляръ  РС  на  АВ;  точка  С  не  мо¬ 
жетъ  падать  въ  А  по  той  причинѣ,  что  уголъ  ВАР  не  прямой; 

•)  ЬезепЯге:  йе(Іехіоп$  гиг  ЛіІЛ'егепШ  тапіёгег  йе  Лётопігег  Іа  іНёогіе  <1ег 
рагаІШег  (Мёшоігев  <1с  ГАсаіІстіе  Коуаіе  Ле*  Зсіспсеа  <1е  Гіпаіііиі  <іе  Ггапсе, 
Тоте  XII,  1833). 
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опа  также  не  можетъ  падать  по  лѣвую  сторопу  точки  напри- 
мѣръ  въ  I/,  потому  что  въ  такомъ  предположеніи  изъ  точки  К, 
въ  котороіі  РП  пересѣкается  съ  АЕ^  можно  бы  было  опустить 
два  перпендикуляра  КЛ  и  КП  па  прямую  Ы.  Слѣдовательно, 
основаніе  С  перпендикуляра  РС  упадетъ  по  правую  сторону  А, 
то  есть  въ  какую  нибудь  точку  линіи  АІ.  Совершенно  подоб¬ 
нымъ  образомъ  докажстся,  что  взявъ  на'прямоіі  другія,  даль¬ 
нѣйшія  отъ  А  точки  С,  Р  п  проч.,  основанія  М,  N....  перпенди¬ 
куляровъ,  опущенныхъ  изъ  нихъ  па  Ы,  будутъ  болѣе  и  болѣе 
удаляться  отъ  А.  Далѣе  Лежандръ  заключаетъ,  что  бы.ю  бы 
несообразно  допустить  существованіе  предѣла,  далѣе  котораго  раз¬ 
стояніе  основанія  М  перпендикуляра  отъ  точки  А  не  уве.тчивает- 
ся.  Ибо,  говоритъ  онъ,  если  положимъ,  что  СМ  есть  послѣдній 
или  отдаленнѣйшій  отъ  А  перпендикуляръ,  то  взявъ  на  продол¬ 
женіи  АС  точку  Р,  основаніе  N  перпендикуляра  РN  должно 
упасть  дальше  отъ  А,  нежели  основаніе  М  перпендикуляра  СМ, 
а  это  самое  противорѣчитъ  положенію,  въ  слѣдствіе  котораго 
СМ  есть  отдаленнѣйшій  отъ  А  перпендикуляръ. 

Несообразность,  на  которой  Лежандръ  основываетъ  свое 
доказательство,  вовсе  не  существуетъ.  Дѣйствительно,  если  во- 
ооразіімъ,  что  вмѣсто  наклонной  АС  разсматривается  кривая  ли¬ 
нія  напримѣръ  ипербола,  имѣющая  ассимптотою  своей  ф.іі. 

прямую  и  и,  перпендикулярную  къ  АВ,  и  поэтому  параллель¬ 
ную  ВВ,  то  основанія  6,  М,  N....  перпендикуляровъ  Р^С,  С'М, 
РN....  будутъ  неопредѣленно  приближаться  къ  точкѣ  В',  уда¬ 
ляясь  отъ  А,  и  между  тѣмъ  никакъ  не  перейдутъ  за  В'.  Спра- 
шивастся  теперь,  почему  прямяя  линія  АС  не  можетъ  нэходить- 
ся,  въ  отношеніи  къ  предѣлыюіі  точкѣ  В\  точно  въ  такихъ  об¬ 
стоятельствахъ,  какъ  и  кривая  линія  АР'С'Р'^  Слѣдовательно, 
предположеніе  Лежандра  о  существованіи  послѣдняго  перпенди¬ 
куляра  принято  быть  не  можетъ.  Вмѣсто  него  должно  допустить 
существованіе  такой  предѣльной  точки  В ,  что  возставленный 
изъ  нея  перпендикуляръ  В  О  къ  АВ  будетъ  первымъ,  не  пере¬ 
сѣкающимъ  продолженной  наклонной  линіи  АС;  но  не  видно, 
какое  дальнѣйшее  заключеніе  можно  вывести  изъ  этого  предпо¬ 
ложенія.  Впрочемъ,  не  прибѣгая  даже  къ  объясненію  посред¬ 
ствомъ  ипѳрболы,  достигаемъ  того  самаго  результата  замѣтивъ, 
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что  отвергающій  справедливость  доказательства  въ  правѣ  возра¬ 
зить,  что  безкоиечііыіі  рядъ  величинъ  ЛС,  СЛ/,  NN....  можетъ 
имѣть  сумму  копечную,  какъ  напримѣръ  слѣдующій: 

каковъ  бы  ни  былъ  притомъ  рядъ  соотвѣтственныхъ  на  наклон¬ 
ной  АС  линій  АР^  РС^  СР.... 

О.  Академикъ  Гурьевъ,  въ  своемъ  весьма  основательномъ 
Опытѣ  о  усовершенги  елементовь  Геометріи,  изданномъ  въ  1798 
году,  справедливо  указалъ  на  неточность  приведеннаго  сей-часъ 
доказательства  (стр.  189  и  190),  и,  въ  замѣнъ  его,  предложилъ 
собственное,  которое  считалъ  совершенно  строгимъ.  Мы  пока¬ 
жемъ,  что  авторъ  Опыта  впалъ  въ  ту  самую  погрѣшность  какъ 
и  Лежандръ,  почему  доказательство  его  никакъ  не  можетъ 
быть  допущено.  Вотъ  пріемъ,  употребленный  Гурьевымъ: 
ф .  1 2  предположивъ,  какъ  выше,  что  прямая  ВО  перпендикулярна  къ 
А  В,  а  АС  наклонна  къ  пей,  опускаемъ  па  АВ  перпендикуляры 
ЕР,  РО  и  проч.  изъ  разныхъ  точекъ  Е,  Р....  прямой  АС;  дока¬ 
жется,  какъ  выше,  что  основанія  Р,  0 —  всѣхъ  этихъ  перпен¬ 
дикуляровъ  будутъ  падать  по  правую  сторону  точки  А.  И  на¬ 
оборотъ:  если  изъ  точекъ  Р,  0...,  а  также  изъ  взятыхъ  между 
ними  Л,  5...,  возставимъ  къ  АВ  перпендикуляры  РЕ ,  ОР ....  и 
ВС,  5ІІ....,  то  первые  совмѣстятся  съ  перпендикулярами  ЕР , 
РО...,  прежде  опущенными,  и  поэтому  пересѣкутъ  прямую  АС 
въ  точкахъ  Е,  Р...;  такъ  какъ  вторые  перпендикуляры,  именно 
ВС,  5Н....,  находятся  въ  опредѣленныхъ  пространствахъ  ЛЕР, 
РЕРО....,  то  выходя  изъ  нихъ,  они,  подобно  первымъ,  пересѣ¬ 
кутъ  наклонную  АС,  положимъ  въ  точкахъ  С,  II..*.  Этимъ  са¬ 
мымъ  обнаруживается  существованіе  безконечнаго  множества 
такихъ  перпендикуляровъ,  которые,  будучи  возставлены  изъ  то¬ 
чекъ  прямой  Л2,  пересѣкутъ  наклонную  АС.  За  симъ  авторъ 
заключаетъ,  что  нѣтъ  ни  одного  перпендикуляра  къ  АВ,  между 
Л  и  2  возставленнаго,  который  не  пересѣкъ  бы  наклонной  АС. 
Дѣііствительно,  говоритъ  онъ,  въ  противномъ  случаѣ  надлежа¬ 
ло  бы  допустить,  что  изъ  упоминаемыхъ  перпендикуляровъ  нѣ¬ 
которые  пересѣкаются  съ  Л  Г,  а  другіе  не  пересѣкаются,  и  что 
слѣдовате.іьно  существуетъ  общій  предѣлъ,  гдѣ  одни  перпендику- 
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лнры  кончаютсНу  а  другіе  начинаются;  отвергая  же  существова¬ 
ніе  такого  предѣла,  оказалось  бы,  что  всѣ  перпендикуляры  пе¬ 
ресѣкаютъ  АСу  ді  это  противно  дѣлаемому  теперь  предположе¬ 
нію.  И  такъ,  пусть  будетъ  ТК  предѣльный  или  послѣдній  пер¬ 
пендикуляръ,  пересѣкающій  АС\  взявъ  на  АС  точку  ^  за  точкою 
Ку  п  опустивъ  изъ  нея  на  АВ  перпендикуляръ  ^^/,  окажется, 
что  этотъ  новый  перпендикуляръ  отстоитъ  далѣе  отъ  А  нежели 
предшествующій  ТК;  слѣдовательно  ТК  нельзя  считать  пре¬ 
дѣльнымъ  перпендикуляромъ.  Отсюда  заключаемъ,  что  допу¬ 
щенный  сей-часъ  предѣлъ  не  существуетъ,  и  что  всѣ  перпенди¬ 
куляры,  возставленные  изъ  точекъ  неопредѣленной  прямой  А2у 
пересѣкаются  съ  паклоппоіо  АС  у  въ  чемъ  и  состоитъ  доказывае¬ 
мое  предложеніе. 

Въ  подчеркнутыхъ  нами  собственныхъ  словахъ  Гурьева: 
общій  предѣльу  гдѣ  одни  перпендикуляры  кончаютсЯу  а  другіе  начи¬ 
наются  (стр.  237),  заключается  незамѣчешіый  имъ  паралогизмъ. 

Онъ  не  обратилъ  вниманія  па  то  обстоятельство,  что  предѣлъ  от¬ 
носительно  перпендикуляровъ  пересѣкающихся  съ  наклонною,  и 
предѣлъ  относительно  непересѣкающихся  перпендикуляровъ,  не 
должно  принимать  въ  одномъ  и  томъ  же  значеніи.  Дѣйствитель¬ 
но,  разсуждая  въ  смыслѣ  возражающаго,  мы  скажемъ,  что  пере¬ 
сѣкающіеся  перпендикуляры  нгтогда  не  достигаютъ  предполагае¬ 
маго  предѣлау  хотя  и  приближаются  къ  нему  неопредѣленно  у  а  не¬ 
пересѣкающіеся,  напротивъ  того,  непосредственно  начинаются  съ 
него.  Чтобы  придать  различію  между  этими  двумя  понятіями  о 
предѣлѣ  совершенную  очевидность,  представимъ  себѣ  кривую 
АМСу  имѣющую  прямолинейную  асенмптоту  ВОу  перпендику-  ф*/з 
лярпую  къ  А2.  Ясно,  что  какъ  бы  близко  не  брали  точки  п,  п , 
п',  п" ....  съ  лѣвой  стороны  отъ  В  у  перпендикуляры,  возстав¬ 
ленные  изъ  нихъ,  пересѣкутъ  кривую  АМС  по  извѣстному  свой¬ 
ству  ассимптоты.  Но  можемъ-ли  указать  на  послѣдній  пересѣ- 
какпцій  перпендикуляръ!,  Безъ  сомнѣнія  не  можемъ;  между  тѣмъ 
знаемъ,  что  первыіі,  непересѣкающій  кривую  перпендикуляръ^  бу¬ 
детъ  ВО.  Такъ  какъ  авторъ  разбираемаго  доказательства  не  от¬ 
личилъ  въ  своемъ  пріемѣ  никакимъ  особеннымъ  признакомъ 
прямой  линіи  отъ  кривой,  обращенной  выпуклостію  своею  къ 
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перпендикуляру  ВВ,  то  и  не  имѣлъ  права  допустить  суіцество- 
Ф.  12.  ваніе  предѣльнаго  пересѣкающаго  перпендикуляра  ТК. 

ЙО.  Иедовольііыіі  доказательствомъ,  помѣщеннымъ  въ  1-ыъ 
изданіи  своѣіі  Геометріи,  Лежандръ  придумалъ  другое,  весьма 
остроумное,  которое  вошло  въ  шесть  послѣдовательныхъ  изда¬ 
ніи  его  книги,  начиная  съ  3-го  и  до  8-го  включительно.  Пред¬ 
лагаемъ  изложеніе  способа,  о  которомъ  говоримъ,  чтобы  потомъ 
удобнѣе  было  видѣть,  какому  возраженію  онъ  подаетъ  поводъ. 

Доказавъ  предварительно,  и  совершенно  строго,  что  сумма 
трехъ  угловъ  треугольника  не  можетъ  превышать  двухъ  пря¬ 
мыхъ  угловъ,  Лежандръ  поступаетъ  слѣдующимъ  образомъ 
для  доказательства,  что  эта  су.мма  не  можетъ  быть  и  менѣе 
^  ^  двухъ  прямыхъ  (изданіе  7-е,  стр,  21): 

ф.  14.  «Пусть  будетъ  АВС  данный  треугольникъ,  и  положимъ, 
если  возможно,  что  сумма  его  угловъ  =  2Р  —  2,  разумѣя  подъ 
Р  прямой  уголъ,  а  подъ  2  нѣкоторое  количество,  изображаю¬ 
щее  избытокъ  двухъ  прямыхъ  угловъ  предъ  суммою  А-І-В-+-С 
угловъ  треугольника. 

«Пусть  будетъ  А  мёиьшііі  изъ  угловъ  треугольника  АВС; 
построимъ  на  сторонѣ  ВС,  лежащей  противъ  него,  уголь 
ВСО  =  АВС  и  уголъ  СВВ  =  АСВ;  два  треугольника  ВСВ,  АВС 
будутъ  равны,  ибо  имѣютъ  общую  сторону  ВС  и  равные  при¬ 
лежащіе  къ  пен  углы.  Чрезъ  точку  В  проведемъ  произвольную 
прямую  ЕР,  пересѣкающую  въ  Е  а  Р  продолженныя  стороны 
угла  А  *). 

«Такъ  какъ  сумма  угловъ  въ  каждомъ  изъ  двухъ  треуголь¬ 
никовъ  АВС,  ВеВ,  равна  2Р — 2,  а  сумма  угловъ  каждаго  тре¬ 
угольника  ЕВВ,  ВСР  не  можетъ  превышать  2Р,  то  изъ  этого 
слѣдуетъ,  что  сумма  угловъ  четырехъ  треугольниковъ  АВС, 
ВеВ,  ЕВВ,  ВСЕ  не  превзойдетъ  ІР  —  22  -+-  АР  =  8Р  —  22. 
Если  отъ  этой  суммы  отнимемъ  сумму  смежныхъ  ут.іовъ  нри 
В,  С,  В,  очевидно  равную  6Р,  то  остатокъ  изобразитъ  сумму 

*)  «Мы  предполагаемъ,  что  Л  есть  мёыьпіт  угодъ  въ  треугольникѣ  АВСу  и 
что  поэтому  онъ  меньше,  или  по  крайней  мѣрѣ  не  больше  двухъ  третей  прямаго 
угла;  такое  построеніе  допускается  съ  тою  цѣлію,  чтобы  придать  болѣе  очевид¬ 
ности  встрѣчѣ  прямой,  которую  проводимъ  чрезъ  точку  I),  съ  продол женными 
сторонами  ЛВ  и  АС  этого  самаго  угла  Л,» 
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угловъ  треугольиика  АЕР-,  слѣдовательно,  сумма  угловъ  тре¬ 
угольника  ЛЕР  не  превзойдетъ  2Р  —  22. 

«И  такъ,  если  къ  суммѣ  угловъ  треугольника  АВС  надобно 
прибавить  2  чтобъ  составить  два  прямые  угла,  «о  къ  суммѣ 
угловъ  треугольника  АЕР  придется  прибавить  по  краппеи  мѣрѣ 
22  Д.ІЯ  полученія  тѣхъ  же  двухъ  прямыхъ  угловъ. 

«Подобнымъ  образомъ,  посредствомъ  треугольника  АЕР 
можно  построить  третій  треугольникъ  такоіі,  что  къ  суммѣ 
трехъ  его  угловъ  надобно  будегь  прибавить  по  краііней  мѣрѣ 
42  чтобъ  получить  два  прямые  угла;  отъ  третьяго  треуголь¬ 
иика  перейдемъ  къ  четвертому  такому,  что  сумма  его  угловъ 
будетъ  по  крайней  мѣрѣ  на  82  менѣе  двухъ  прямыхъ,  и  такъ 
далѣе. 

«Но,  замѣтимъ,  что  какъ  бы  мала  не  бы.іа  величина  2  въ 
разсужденіи  прямаго  угла  Р,  послѣдовательные  члены  2,  22, 

42,  82  и  проч.,  увеличивающіеся  въ  удвоенномъ  содержаніи, 
достигнутъ  наконецъ  величины  2Р,  и  потомъ  превзойдутъ  ее. 

Тогда  дойдемъ  до  такого  треугольника,  что  къ  суммѣ  угловъ 
его  надобно  будетъ  прибавить  количество  2Р,  или  еще  больще, 
чтобъ  получить  2Р.  Несообразпость  этого  слѣдствія  очевидно 
показываетъ,  что  сдѣланное  предположеніе  не  можетъ  быть  до¬ 
пущено,  то  есть  нельзя  принять,  чтобы  сумма  угловъ  треуголь¬ 
иика  АВС  была  менѣе  двухъ  прямыхъ;  а  какъ  она  притомъ 
не  можетъ  быть  и  болѣе,  то  заключаемъ,  что  она,  въ  строгомъ 
смыслѣ,  равна  двумъ  прямымъ  угламъ.» 

Въ  этомъ  доказательствѣ  допускается,  какъ  видно  изъ  при¬ 
веденнаго  изложенія,  что  изъ  точки  П,  взятой  внутри  угла  не-  ф.  і4. 
превышающаго  двухъ  третей  прямаго,  всегда  можно  провести 
прямую  ЕВР,  пересѣкающую,  въ  одно  время,  обѣ  стороны  угла 
А.  Въ  оправданіе  этого  произво.іьиаго  допущенія  или  леммы  и 
состоитъ  собственно  г.іавиос  затрудненіе.  Правда,  Лежандръ, 
въ  томъ  же  7-мъ  изданіи  (примѣчаніе  2-е,  стр.  280),  предла¬ 
гаетъ  объясненіе,  имѣющее  цѣлію  придать  болѣе  очевидности 
сказанному  свойству;  но  его  объясненіе  не  удовлетворитъ  того, 
кто  желаетъ  достигнуть  безусловной  строгости.  Приводимъ 
сужденіе  Лежандра: 

«Возьмемъ  равныя  части  на  двухъ  сторонахъ  угла  Л,  и  со- 
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ф.’ііі.  потомъ  равноудаленныя  ол,  Л  точки  Л/  іі  N,  М'  и  ІѴ', 

М"  и  ІѴ"  и  проч.  прямыми  МІѴ,  Л/'іѴ',  ясно,  что  эти 

линіи  будутъ  все  болѣе  и  болѣе  удаляться  отъ  точті  Л,  и  что  на¬ 
конецъ  ихъ  разстояніе  отъ  нея  сдѣлается  болѣе  всякой  данной  ве¬ 
личины.  Слѣдовательно,  между  этими  прямыми  иаіідется  такая 
Л/'Л',  которая  перейдетъ  за  точку  В,  и  тогда,  соедипивъ  N'  съ 
В,  получимъ  искомую  прямую  N'ВЕ.» 

Заключеніе  о  существованіи  прямой  М'N',  переходящей  за 
точку  в,  бездоказательно.  И  въ  самомъ  дѣлѣ,  какъ  отвѣчать  на 
возраженіе,  что  линіи,  соединяющія  М'  съ  N',  М"  съ  ІѴ"  и  проч. 
пойдутъ  по  М  ,  М  Р  N  . . . . ,  оставляя  всегда  точку  В  внѣ 
площади  получаемыхъ  треугольниковъ  АМ'N',  ЛМ"!У", 

Чтооы  показать  еще  съ  большею  разительностію  недоста¬ 
точность  объяспенія  Лежандра,  замѣнимъ  въ  Фигурѣ  15-й 
л.  I.  I)  прямолинейныя  стороны  угла  Л  двумя  равными  вѣт- 

Ф.  16.  вямн  ЛВ  и  АС  кривой  линіи,  имѣющими  общую  ассимптоту  Р^. 
Соединивъ,  по  прежнему,  равноудаленныя  отъ  А  точки  Л/  и  N, 
М  и  N',  М"  и  Л’"....  прямыми  Л/ІѴ,  М'Рі',  Лі"Л"....,  мы  повто¬ 
римъ  слова  Лежапдра:  ясно,  что  линіи  Л/ІѴ,  Л/'іѴ',  Л/"Л"....  бу- 
дутъ  все  бо.те  и  болѣе  удаляться  отъ  точки  А,  и  что  наконецъ 
ихъ  разстояніе  отъ  нея  сдѣлается  болѣе  всякой  данной  ве.шчины. 
Но  очевидно,  что  въ  настоящемъ  случаѣ  сказанное  нами  совер¬ 
шенно  ошибочно;  разстояніе,  о  которомъ  говорится  здѣсь,  нс 
можетъ  быть  сдѣлано  болѣе  всякоіі  данной  величины,  а,  напро¬ 
тивъ  того,  имѣетъ  предѣломъ  величину  конечную,  именно  дли¬ 
ну  перпендикуляра  АІ,  опущеннаго  изъ  точки  А  на  асснмитоту 
РО.  Поэтому,  заключеніе  будетъ  справедливо  только  для  точекъ, 
находящихся  между  вѣтвями  и  ассимптотою,  а  для  точекъ, 
взятыхъ  по  ту  сторону  ассимптоты,  оно  уже  не  имѣетъ  мѣста; 
прямая,  проведенная  напримѣръ  чрезъ  точку  В',  можетъ  пере¬ 
сѣкать  только  одну  вѣтвь,  или  ни  одной:  она  пересѣчетъ  одну 
вѣтвь,  когда  будетъ  наклонна  къ  ассимптотѣ,  какъ  РС,  а  ни  од¬ 
ной,  если  параллельна  къ  ней,  какъ  ПК.  Изъ  сказаннаго  ви¬ 
димъ,  іто  свойство,  допущенное  Лежандромъ  въ  разсужденіи 
прямолинейнаго  угла,  не  всегда  справедливо  для  криволииеііпа- 
го.  Лежандръ,  въ  сужденіяхъ  своихъ,  не  выразилъ  никакимъ 
осооеннымъ  признакомъ  прямо.іиііейиости  сторонъ  угла:  поэто- 
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му  заключеніе  ег(1  иіѵіѣли  бы  право  отнести  и  къ  углу  криволи¬ 
нейному;  съ  другоіі  же  стороны,  такъ  какъ  оно  въ  послѣднемъ 
случаѣ  оказывается  сомнительнымъ,  то  и  лемма  его,  при  стро¬ 
гомъ  воззрѣніи  на  предметъ,  не  можетъ  быть  допущена. 

Въ  12-мъ  изданіи  своей  Геометріи,  Лежандръ  предложилъ 
другую  попытку  для  устраненія  упоминаемаго  затрудненія. 
Пріемъ  его  основанъ  на  аксіомѣ,  состоящей  въ  томъ,  что  при- 
мая  линія  раздѣляетъ  неопредѣленную  плоскость  на  двѣ  равныя 
части;  но  такъ  какъ  при  этомъ  ему  приходится  сравнивать  меж¬ 
ду  собою  безконечныя  протяженія,  то  доказательство  его,  по 
нашеліу  мнѣнію,  подаетъ  поводъ  къ  возраженіямъ  точно  такого 
рода,  какія  приведены  въ  6,  7  и  13,  почему  мы  и  пе  бу¬ 
демъ  останавливаться  на  его  разборѣ. 

11.  На  основаніи  сказаннаго  въ  предъидущемъ  п®  10,  легко 
отъ  двухъ  предложеній  е  (1-го  и  3-го  рода,  п®  1)  перейти  къ 
одному  изъ  общеизвѣстныхъ  свойствъ  параллельныхъ  линій. 
Покажемъ,  напримѣръ,  что  изъ  обоихъ  предложеній  можно  вы¬ 
вести  основную  теорему  о  суммѣ  угловъ  треугольника.  Начнемъ 
съ  предложенія  е,  которое  относится  къ  3^-му  роду^  и  выра¬ 
жаетъ  слѣдующее  свойство : 

При  данномъ  остромъ  у?лѣ  можно  построить  такой  прямо-- 
уюльный  треугольникъ,  что  сторона  его,  прилежащая  къ  этому 
углу  и  къ  углу  прямому,  будетъ  какъ  угодно  велика. 

Пусть  будетъ  А  данныіі  острый  уголъ,  какъ  бы  онъ  впро-  л.  і. 
чемъ  малъ  пе  былъ.  Въ  силу  допускаемаго  свойства  можно  по-  ***• 
строить  прямоугольный  треугольникъ  АВС,  съ  произвольнымъ 
катетомъ  АВ.  Обратимъ  этотъ  треугольникъ  около  другаго  его 
катета  СВ;  получимъ  треугольникъ  СВВ  равный  СВ  А;  изъ  точ¬ 
ки  в'  возставимъ  перпендикуляръ  къ  АВ',  который,  въ  силу 
условія  относительно  произвольной  величины  катета,  встрѣтитъ 
продолжеппую  сторопу  АС  угла  А;  пусть  будетъ  АВ' С'  новый 
треугольникъ.  Обратимъ  его  около  катета  С  В';  получимъ  тре¬ 
угольникъ  С'В'В''  равный  с' в' А;  изъ  точки  В'  возставимъ  пер- 
пендикуляръ  В  С  къ  АВ  ;  составится  третиі  прямоугольный 
треугольникъ  АІІ'С .  Такъ  какъ  это  построеніе  можетъ  быть 
повторено  произвольное  число  разъ,  то  и  получимъ  неограни¬ 
ченное  число  прямоугольныхъ  треугольниковъ  АВС,  АВС, 
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АВ'С/' имѣющихъ  общііі  острый  уголъ  А.  Основываясь  на 
такомъ  построеніи,  и  принявъ  за  доказанное,  что  сумма  угловъ 
какого  ни  есть  треугольника  не  можетъ  превышать  двухъ  пря¬ 
мыхъ  угловъ,  мы  покажемъ,  что  она  не  можетъ  быть  и  менѣе 
этой  величины  для  треугольника  ЛВС.  Положимъ  Л -нВ -*-С= 5, 
•4 -н  В -н  (Г=  .5  ,  Л -н  В -н  с"  =  і’ . . . и  означимъ,  какъ  въ 
предъидущемъ  п*  1 0,  чрезъ  2  избытокъ  двухъ  прямыхъ  угловъ 
предъ  суммою  5,  а  чрезъ  В  прямой  уголъ;  по.іучимъ  5=2В — 2, 
Замѣтимъ  теперь,  что  треугольникъ  ЛВ'С'  состоитъ  изъ  трехъ 
треугольниковъ,  именно  изъ  СС'в'  и  изъ  двухъ  равныхъ  между 
собою  ЛВС,  ВВС;  сумма  угловъ  послѣднихъ  двухъ  будетъ 
ІР — 22,  а  сумма  угловъ  треугольника  СС'в'  не  болѣе  2Р.  Слѣ¬ 
довательно,  сумма  угловъ  всѣхъ  трехъ  разсматриваемыхъ  тре¬ 
угольниковъ  не  превзойдетъ  6В  —  22;  вычтемъ  изъ  этой  вели¬ 
чины  сумму  смежныхъ  угловъ  при  В  и  С,  очевидно  равную  4В; 
остатокъ  2Р  —  22  изобразитъ  бб.іьшій  предѣлъ  суммы  угловъ 
прямоугольнаго  треугольника  АВ'С'.  И  такъ 

8'<2Р—22.  • 

Далѣе,  принявъ  въ  разсмотрѣніе  треугольникъ  ЛІі'С",  который 
составленъ  изъ  треугольника  С'С"В''  и  двухъ  равныхъ  между 
собою  ЛВ  С  \х  В  В  С  ^  получимъ  совершеішо  подобнымъ  обра¬ 
зомъ 

5"<2Р— 4/. 

Четвертый  треугольникъ  доставилъ  бы  неравенство 

8"'<2Р  —  %2, 

и  такъ  далѣе.  Если  примемъ  въ  соображеніе,  что  при  каждомъ 
пріемѣ  величина,  вычитаемая  изъ  2Р,  будетъ  удвоиваться,  то 
прямо  заключимъ  о  невозможности  допущенія  какоіі  либо  раз¬ 
ности  2  между  дУ  и  2Р.  Дѣйствительно,  какъ  бы  эта  разность 
2  не  была  мала,  но  въ  ряду  /,  2/,  4/,  87...  вычитаемыхъ  ко¬ 
личествъ  найдутся  наконецъ  члены,  превышающіе  2Р,  и  тогда 
получится  для  суммы  угловъ  треугольника  величина  отрица¬ 
тельная,  что  невозможно.  Слѣдовательно  5  ==  2Р, 

каковъ  бы  не  былъ  данныіі  острыіі  уголъ  Л,  и  какъ  бы  катетъ 
АВ  не  предполагаѵіся  большимъ.  Въ  п®  20  будетъ  показано,  ка- 
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КИМЪ  образомъ  это  свойство,  относящееся  къ  прямоугольному 
треугольнику  при  данномъ  остромъ  углѣ,  распространяется  на 
какоіі  ни  есть  треугольникъ. 

Предложеніе  е  і-ю  рода  (п*  1)  приводится  очень  просто 
къ  разсмотрѣнному  сеіі-часъ  случаю.  Въ  самомъ  дѣлѣ,  пусть  ^  ^ 
будутъ  Аі  п  ВМ  двѣ  линіи,  параллельныя  между  собою,  а  АВ  ф.  і8, 
ихъ  основаніе  произвольной  величины.  Отложимъ  по  ВМ  часть 
ВС  =  АВ,  и  возставимъ  изъ  С  перпендикуляръ  СВ  къ  линіи 
ВМ;  этотъ  перпендикуляръ,  въ  силу  предложенія,  о  которомъ 
идетъ  рѣчь,  пересѣчетъ  другую  параллельную  линію  АІ,  поло- 
Яѵимъ  въ  точкѣ  В.  Соединивъ  потомъ  В  и  В  прямою  ВВ,  по¬ 
лучатся  два  прямоугольные  треугольника  АВВ  и  СВВ,  равные 
между  собой,  потому  что  они  имѣютъ  общую  гипотенузу  ВВ, 
и,  сверхъ  того,  катетъ  АВ  одного  изъ  нихъ,  равенъ  катету  ВС 
другаго.  Отсюда  заключаемъ,  что  углы  ВВА  и  ВВС  равны; 
поэтому  каждыіі  изъ  нихъ  равенъ  половинѣ  прямаго  угла.  Та¬ 
кимъ  образомъ  мы  получили  прямоугольный  треугольникъ  ВАВ, 
имѣющій  при  В  уголъ  равный  половинѣ  прямаго,  и,  сверхъ  то¬ 
го,  произвольной  величины  катетъ  АВ,  прилежашій  къ  этому 
углу  и  къ  углу  прямому  А.  Такъ  какъ  эти  условія  совершенно 
согласпы  съ  ус.іовіямп  предложенія  е  3-го  рода,  разсмотрѣн¬ 
наго  въ  началѣ  этого  п“,  то  дальнѣйшія  слѣдствія  выведутся 
совершенію  такъ,  какъ  сей-часъ  было  показано. 

.  Предложеніе  Г  1-го  рода  (п“  1)  приведетъ  къ  теоремѣ  о 
суммѣ  трехъ  угловъ  треугольника  па  основаніи  построеніи,  упо- 
треб-іенныхъ  въ  п®п®  10,  11  и  20. 

1*.  Въ  текстѣ  12-го  и  с.іѣдующихъ  изданій  Геометріи  Ле¬ 
жандра  находимъ  другое  доказательство  предложенія  о  суммѣ 
трехъ  угловъ  треугольника.  По  мнѣнію  Автора,  это  доказатель¬ 
ство,  со  стороны  строгости,  вполнѣ  устраняетъ  отъ  Иача.іъ  Гео¬ 
метріи  нареканіе  въ  несовершенствѣ  теоріи  параллельныхъ  ли¬ 
ній.  Придуманное  имъ  построеніе  чрезвычайно  остроумно,  эле¬ 
ментарно  и  совершенно  строго.  Но,  позволяемъ  себѣ  усумниться 
въ  очевидности,  и  даже  въ  точности,  выводимаго  имъ  заключе¬ 
нія.  Постараемся  оправдать  наше  утверигденіе  надлежащими 
объясненіями.  По  прежде,  для  удобства  сообрансенія,  приве- 
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демъ  II  самое  постросиіе  въ  томъ  видѣ,  какъ  оііо  изложено  у 
^  Лежапдра*): 

9.  «Пусть  будетъ  АВС  дапиыіі  треугольникъ;  положимъ,  что 
АВ  изображаетъ  наибольшую  его  сторону,  ВС  наименьшую,  а 
АС  среднюю  сторону,  которая,  случайно,  можетъ  быть  равна 
одной  изъ  двухъ  другихъ. 

«Чрезъ  точку  А  и  средину  /  противолежащей  стороны  ВС 
нроводимъ  прямую  АІ,  которую  продо.іжаемъ  до  (/  такъ,  чтобы 
АС’  —АВ\  продолжаемъ  также  АВ  до  В',  и  беремъ  АВ’=  2АІ; 
соединяемъ  потомъ  (/  съ  В'  прямою  С^В'. 

«Означимъ  углы  треугольника  АВС,  въ  возрастающемъ  по- 
рядкЬ  ихъ  величинъ,  чрезъ  А,  В,  С;  изобразивъ  равнымъ  обра¬ 
зомъ  чрезъ  а',  в',  с'  углы  треугольника  А' В  С^  (точка  А'  совпа¬ 
даетъ  съ  Л),  окажется,  что  уголъ  С'=В-4-(7,  ауголъЛ=Л'-і-В'. 

«Для  доказательства,  отложимъ  АК  АІ,  и  соединивъ  (у 
съ  К,  получимъ  треугольникъ  АС^ К,  равпыіі  треугольнику  АВІ. 
Дѣйствительно,  въ  этихъ  двухъ  треугольникахъ  общій  уголъ 
при  А  заключается  между  двумя  взаимно  равными  сторонами, 
именно  АС  =  АВ  и  АК  =  АІ.  Слѣдовательно,  третья  сторона 
С  К  равна  третей  сторонѣ  поэтому  уголъ  АС^ К  =  АВІ,  и 
уголъ  АКС'=  АІВ. 

«Далѣе  утверждаемъ,  что  треугольникъ  В  С  К  равенъ  тре¬ 
угольнику  Д  С/;  въ  самомъ  дѣлѣ,  сумма  двухъ  смежныхъ  уг¬ 
ловъ  АІіС -г-  С ІіВ  равна  двумъ  прямымъ  угламъ,  точно  такъ 
какъ  и  сумма  АІВч-АІС;  отпявт)  отті  каждоіі  іш>  нихъ  равные 
углы  АКС^,  АІВ,  получимъ  уголъ  СКВ'=АІС.  Эти  два  рав¬ 
ные  угла  въ  двухъ  треугольникахъ  заключаются  менгду  двумя 
равными  сторонами  каждая  каждой,  именно,  С' К  =  ВІ  =  СІ  и 
КВ  =  АК=АІ,  потому  что  по  строенію  АВ'=^2АІ  =2АК. 
Слѣдовательно,  треугольники  ИСК  и  АСІ  равны,  а  поэтому 
сторона  В'С'=АС,  уголъ  В'СК  =  АСВ  и  уголъ  КВ'С^=ІАС. 

«Изъ  доказаннаго  слѣдуетъ,  1®  что  уголъ  АС^В',  означен¬ 
ный  чрезъ  С ,  состоитъ  изъ  двухъ  угловъ,  равныхъ  В  и  С  тре¬ 
угольника  АВС,  почему  и  имѣемъ  С  =  В  -+-  С',  2*  что  уголъ  А 
треугольника  АВС  составленъ  изъ  угла  А'  или  САВ',  прннад- 

)  Смог,  шемуаръ  Лежаіідра,  о  которомъ  упомянуто  у  насъ  въ  пачадѣ  п®  8, 
стр.  386,  387  п  388. 
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лежащаго  треугольнику  ЛВ  С'  или  А  В  С  и  угла  САІ,  равнаго 
углу  в'  того  же  треугольника,  въ  слѣдствіе  чего  получимъ 

А  =  А'-\-  в’. 

«И  такъ,  А-^В-+-С=  Л'-н  В'-^  С\  то  есть,  что  сумма  уг¬ 
ловъ  въ  треугольникахъ  АВО  \\  А  В  С/  одинакова. 

«Сверхъ  того,  такъ  какъ  по  предположенію  АС<ІАВ,  и  слѣ¬ 
довательно  С'в'<А'С\  то  усматриваемъ,  что  въ  треугольникѣ 
АВ'С^,  или  ’А'в'С',  уголъ  А'  менѣе  угла  //;  а  какъ  сумма  этихъ 
двухъ  угловъ  равна  А,  то  и  заключаемъ,  что  уголъ  А'К  ^А, 
между  тѣмъ  какъ  уголъ  В  будетъ  въ  одно  время  и  ^^^4. 

«Если  приложимъ  это  самое  построеніе  къ  треугольнику 
А'В'С^,  то  получимъ  третій  треугольникъ  А"В"С';  углы  его  А", 

ІІ',  С'  написанные  въ  возрастающемъ  порядкѣ  ихъ  величинъ,  до¬ 
ставятъ,  какъ  и  выше,  два  равенства  С"=В  н-С  и  А'=А  н-В,' 
откуда  ,Л"н-  В"н-  С"=  Л'-н  С'.  Слѣдовательно,  сумма  уг¬ 
ловъ  одинакова  въ  трехъ  треугольникахъ;  въ  то  же  время  бу¬ 
детъ  уго.іъ  а" ’^  ХА' ,  а  поэтому  Л  ^Л,  и  В  <^.4  или  В  <С4Л. 
Продолжая  неопредѣленно  построеніе  треугольниковъ  АВ(^, 
А''В"С'  А"'В"'С^"  п  проч.,  дойдемъ  до  треугольника 
сумма  угловъ  его  будетъ  одинакова  съ  суммою  угловъ  первона¬ 
чальнаго  треугольника  ЛВС,  а  углы  Л^"^  и  В*")  удовлетворятъ 

условіямъ  Л^”^<С-^,  2"“^’ 

«Можно  принять  число  п  такъ  значительнымъ,  что  предѣ- 
л,,,  .і_  и  двухъ  уг.ювъ  Л^"^  и  В^"^  будутъ  менѣе  всякаго 

даннаго  угла;  въ  такомъ  предположеніи  Л^"'  и  В^"^  могутъ  быть 
приняты  за  нули,  и  сумма  угловъ  треугольника  Л'")В<'‘'С<")  обра¬ 
тится  просто  въ  С^"^.» 

Изложенное  построеніе  послѣдовательныхъ  треугольниковъ 
не  подлежитъ  никакому  возраженію;  переходимъ  къ  заключе¬ 
нію,  выводимому  Лежандромъ: 

«Если  будемъ  разсматривать  треугольникъ  аЬс,  имѣющій  л. 
два  весьма  малые  угла  а  и  Ь,  то,  пока  эти  углы  не  равны  пулю, 
къ  третьему  углу  асЬ  должно  будетъ  придать  внѣшній  уголъ 
Ьс(1  для  полученія  двухъ  прямыхъ;  но  если  предположимъ,  что 
углы  а  н  Ь  уменьшаются  неопредѣленно,  такъ  что  стороны  ас 
н  Ьс,  обращаясь  около  своихъ  вершинъ  а  и  Ь,  неопредгьмнно  при- 
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ближаются  къ  неподвижной  сторонѣ  аЬ,  то  увидимъ,  что  когда 
эти  углы  уничтожатся  совершенно,  тогда  двѣ  прямыя  ассі  и  Ьс 
совмѣстятся  съ  линіею  аЬ;  въ  то  самое  время  внѣшній  уголъ 
Ьсб  уничтожится,  и  слѣдовательно  уголъ  асЬ,  стороны  котораго 
ас  и  сЬ  лягутъ  по  прямой  аЬ,  будетъ  равенъ  двумъ  угламъ  пря¬ 
мымъ  (стр.  388  и  389).»  ^ 

Въ  этой  выпискѣ  мы  подчеркнули  тѣ  мѣста,  которыя  пока- 
зались  иамъ  спорными. 

Чтобы  совершенію  войти  въ  смыслъ  вопроса,  необходимо 
обратить  вниманіе  па  то,  что  при  переходѣ  отъ  одного  треуголь¬ 
ника  къ  слѣдующему  преобразованному,  основаніе  аЬ  новаго 
треугольника  аЬс,  а  равно  и  остальныя  двѣ  стороны  его  ас  и  Ьс, 
увеличшіаются.  И  такъ,  съ  постепеннымъ  уменьшеніемъ  угловъ 
а  и  Ь,  основаніе  аЬ  треугольника  аЬс  будетъ  увеличиваться.  Что 
же  касается  до  закона  увеличенія  этого  основанія  аЬ  сравни¬ 
тельно  съ  первоначальнымъ  АВ  (фиг.  19),  то  употребленное 
Лежандромъ  построеніе  нисколько  его  не  обнаруживаетъ. 

.1.  п.  Условясь  въ  этомъ,  замѣтимъ  во-первыхъ,  что  опустивъ  изъ 

•1*.  21.  вершины  с  перпендикуляръ  ск  на  аЬ,  мы  пе  можемъ  вывести 
никакого  заключенія  о  длинѣ  этого  перпендикуляра  при  пео- 
предѣлеііііо  умеііыпаюшихся  углахъ  а  и  Ь.  Дѣйствительно,  по¬ 
ложимъ,  что  посредствомъ  построенія  Лежандра,  мы  перешли 
отъ  треугольника  аЬс  къ  слѣдующему  преобразованному  тре¬ 
угольнику  аЬ'с,  и  опустили  потомъ  перпендикуляръ  с  к'  на  аЬ'. 
Ничто  пе  доказываетъ,  чтобы  перпендикуляръ  с  к'  былъ  мень¬ 
ше  ск,  или,  иначе,  чтобы  вершина  с  была  ближе  отъ  основапія 
аЬ  ,  чѣмъ  с  отъ  ЪЬ.  Еслибъ  даже  и  допустили,  что  с  к'  менѣе  ск, 
то  и  въ  такомъ  случаѣ  имѣли  бы  право  возражать,  что  длины 
перпендику.іяровъ  ск,  с  к ,  с  к  ,  с  к  ....,  относяншхся  къ  по¬ 
ел  Гідовательнымъ  треугольникамъ,  могутъ  приближаться  къ  нѣ¬ 
которому  конечному  предѣлу,  пока  углы  а  и  6  не  уничтожились 
совершенно.  Намъ  кажется,  что  на  это  возраженіе  невозможно 
отвѣчать.  И  такъ,  первое  подчеркнутое  мѣсто:  неопредѣленно 
приближаются  къ  неподвижной  сторонѣ  аЬ,  не  представляетъ 
смѣю  думать,  надлежащей  точности.  Если  бы  основаніе  аЬ  бы¬ 
ло  постоянное,  или  по  крайней  мѣрѣ  конечное,  то  безъ  сомнѣнія, 
при  неопредѣленномъ  уменьшеніи  угловъ  а  и  Ь,  самыя  стороньі 
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ас  и  Ьс  стремились  бы  неопредѣленно  къ  совмѣщенію  съ  тре- 
теіо  стороною  аЬ.  Но  мы  замѣтили  выше,  что  при  уменьшеніи 
угловъ  а  и  Ъ,  основаніе  аЬ  увеличивается,  между  тѣмъ  какъ  за¬ 
конъ  этого  увеличенія  не  можетъ  быть  выведенъ  изъ  построе¬ 
нія;  слѣдовательно,  заключеніе  о  приближеніи  сторонъ  ас  и  Ьс 
къ  а6,  или,  что.  все  равно,  вершины  с  къ  аЬ  не  дозволите.іыю. 

Предложимъ  еще  нѣкоторыя  сомнѣнія  на  счетъ  строгости 
заключенія  Лежандра.  По  его  сужденію,  такъ  какъ  углы  а  и  Ф.20. 
Ь  могутъ  быть  уменьшены  по  произволенію,  то  можно  принять, 
что  они  уничтожаются  совершенно,  и  поэтому  совмѣстить  сторо¬ 
ны  ос  и  Ьс  съ  аЬ,  послѣ  чего  уголъ  асЬ  обратится  въ  два  пря¬ 
мые.  Но  такимъ  образомъ  мы  совсѣмъ  уничтожимъ  треуголь¬ 
никъ  аЬс,  н  приведемъ  его  къ  прямой  линіи.  По  сущности  во¬ 
проса  требуется  доказать,  что  при  неопредѣленномъ  уменьше¬ 
ніи  угловъ  о  и  Ь,  сумма  а-^Ь-\-с  равна  двумъ  прямымъ;  слѣ¬ 
довательно,  для  строгости  заключенія  должно  показать  сперва, 
что  уголъ  асЬ  приближается  къ  предѣѵіу,  равному  двумъ  пря¬ 
мымъ  угламъ,  или,  что  приводится  къ  тому  же,  что  внѣшній 
уголъ  Ьсй  стремится  къ  пулю.  Если  бы  доказали  эту  послѣд¬ 
нюю  истину,  то  изъ  пея  закліочи.ні  бы  дѣйствительно  и  о  спра¬ 
ведливости  предложенія  относительно  суммы  угловъ  треуголь¬ 
ника.  По  мы  покажемъ  сей-часъ,  что  эта  истина  равнозначаща 
съ  свойствомъ  наклонной,  пересѣкающейся  съ  перпендикуля¬ 
ромъ,  и  что  слѣдовательно,  принимая  свойство  внѣшняго  угла 
Ьсй  безъ  доказательства,  мы  нисколько  не  подвигаемъ  впередъ 
теоріи  параллельныхъ  линій. 

Дѣйствительно,  пусть  будетъ  аЬс  преобразованный  треуголь-  л.  и. 
никъ,  въ  которомъ  углы  а  и  6  какъ  угодно  ма.іы,  а  ск  перпен¬ 
дикуляръ,  опущенный  изъ  вершины  с  на  основаніе  аЬ.  Мы  уже 
видѣли  выше,  что  относительно  длины  этого  перпендикуляра  ск 
нельзя  сказать  ничего  опредѣлительнаго.  Слѣдовательно  мы  не 
имѣемъ  права  ограничить  его  величины.  Проведемъ  изъ  с  линію 
се,  перпендикулярно  къ  ск‘,  прямая  се  пройдетъ  непремѣнно 
внутри  угла  Ьсй  по  той  причинѣ,  что  ооа  угла  Ьск  и  аск  острые. 
Далѣе,  такъ  какъ  Лежандръ  предполагаетъ,  что  внѣшній  уголъ 
Ьсй  стремится  къ  пулю  вмѣстѣ  съ  а  и  Ь,  то  поэтому  и  уголъ  Ьсе 
удовлетворитъ  тому  же  условію.  Допустивъ  это,  мы  въ  то  же 
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время  допускэемъ,  что  няклоиняя  сЬ  къ  с/с  пересѣкяотъ  пѳрпви* 
дикуляръ  кЬ  къ  тоіі  же  прямой  с/с,  и  притомъ  какъ  бы  малъ  ни 
былъ  уголъ  Ьсе,  или,  иначе,  какъ  бы  уголъ  ксЬ  не  былъ  бли¬ 
зокъ  къ  прямому.  Такимъ  образомъ,  принявъ  въ  соображеніе, 
что  длина  іииіи  с/с  не  ограничена  никакимъ  особеннымъ  усло¬ 
віемъ,  мы  прямо  приведены  къ  предложенію  о  встрѣчѣ  наклон¬ 
ной  СЬ  перпендикуляромъ. 

л.  II.  Пояснимъ  еще  наше  возраженіе.  Лежандръ  говоритъ,  что 

ф.  23.  когда  углы  аиЬ  уничтожатся  совершенно,  тогда  двѣ  прямыя 
ас  и  Ьс  совмѣстятся  съ  линіею  аЬ.  Но  вникнемъ  въ  то  обстоя- 
те.іьство,  что  такъ  какъ  до.іжио  допустить  и  предпо.іоженіе, 
что  основаніе  аЬ  можетъ  увеличиться  пеопредѣленпо,  а  слѣдо- 
ватсльио  и  части  ка  и  кЬ  этого  самаго  основанія,  то  имѣемъ-ли 
право  зак.іючить  отсюда  о  совмѣстимости  сторонъ  ас  и  Ьс  съ  аЬ, 
при  уничтожившихся  углахъ  а  и  і?  Не  можетъ-.ін  случиться, 
что  стороиы  ас,  Ьс,  перейдя  послѣдовательно  чрезъ  всѣ  возмож¬ 
ныя  ПО.ІОЖСНІЯ  ас,  а' с,...  Ьс,  Ь"с...,  при  которыхъ  углы  а  и  6 
убываютъ  исопредѣлеппо,  примутъ  предѣльныя  по.іоженія  /с  іі 
Ьс,  для  которыхъ  имѣемъ  также  а  —  о  а  Ь  =  о.  Такъ  какъ  изъ 
построенія  не  видно,  будетъ-ли  или  пѣтъ  длина  перпендикуляра 
ск  стремиться  къ  нулю  въ  одно  время  съ  углами  а  и  Ь,  то  про¬ 
тивъ  сдѣланнаго  сей-часъ  возраженія  кажется  трудно  отвѣчать. 
Для  избѣжанія  сбивчивости  въ  чертежѣ,  мы  удержали  общую 
вериіиііу  с  для  всѣхъ  преобразованныхъ  треугольниковъ;  очевид¬ 
но,  что  наше  объясненіе  нисколько  не  измѣнится,  если  примемъ 
эту  вершину  подвижною,  чего  требуетъ  строгость  построенія. 

ЖЗ.  Доказате.іьство  Лежандра,  основанное  па  свойствахъ 
двуугольниковъ,  по  нашему  мнѣнію,  подаетъ  поводъ  къ  возра¬ 
женіямъ  одного  рода  съ  тѣми,  которыя  мы  предложили  при 
разборѣ  доказате.іьствъ  Бертрана.  Въ  способѣ  двууго.іьниковъ, 
изложенномъ  въ  упомянутомъ  выше  мемуарѣ  Лежандра,  Ав¬ 
торъ  доказываетъ  отличнте.іыіое  свойство  равноотстоянія  па- 
рал.іелыіыхт>  линій.  Такъ  какъ  онъ  считаетъ  это  доказательство 
простѣйшимъ  изъ  всѣхъ,  и  вмѣстѣ  съ  тѣмъ  столько  же  удовле¬ 
творительнымъ  со  стороны  строгости,  какъ  и  то,  которое  изло¬ 
жено  въ  предъидущемъ  п®  12,  то  считаемъ  не  из.іпшиимъ  при¬ 
вести  его  вполнѣ  въ  переводѣ. 
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«Прежде  всего  зам'][>тіімт>,  что  всякііі  косоуго.іьныіі  двууголь¬ 
никъ  елію  можетъ  быть  превратенъ  въ  равномерный  съ  нимъ 
прямоугольный  двуугольникъ.  Дѣііствптелыіо,  если  изъ  среди¬ 
ны  Р  основанія  А  В  опустимъ  перпендикуляры  РО  па  линію  ЛС 
п  РІІ  па  линію  В1),  параллельную  къ  ЛС,  н  продолжеппую  въ 
сторону  II,  то  легко  доказать,  что  прямоугольные  трсугольпнкн 
ЛРО,  ВРИ  будутъ  равны,  почему  ОРИ  составитъ  одну  прямую 
линію,  въ  одно  время  перпендикулярную  къ  обѣимъ  параллель¬ 
нымъ  прямымъ  ЛС,  ВО,  и  разделенную  пополамъ  въ  точкѣ  р. 

«Слѣдовательно,  посредствомъ  такого  построенія,  получится 
прямоуголыіыіі  двуугольникъ  ССІІО,  равномѣрньбі  съ  косоуголь¬ 
нымъ  двууголыіпкомъ  СЛВО;  и  въ  самомъ  дѣлѣ,  мы  видимъ, 
что  достаточно  къ  косоугольному  двуугольнику  прибавить  тре¬ 
угольникъ  ВРИ,  н  отнять  отъ  него  равиыіі  треугольникъ  ЛОР, 
чтобъ  обратить  косоугольный  двууголыіикъ  въ  нрямоугольиыіі. 
Сверхъ  того  замѣчаемъ,  что  проведя  РР  псрпспднку.іярпо  къ 
СИ,  прямоугольный  двууголыіикъ  ССІІО  раздѣлится  на  двѣ 
равныя  части  этою  прямою  РР,  потому  что  двууголыніки  СОРР, 
ЕРИО,  имѣя  равныя  основанія  ОР,  РІІ,  могутъ  быть  совмѣ- 
ніены,  и  слѣдовательно  равны  между  собою.  Послѣ  этнхъ  объ- 
яснснііі,  мы  начнемъ  съ  доказательства  слѣдующей  теоремы, 
изъ  которой  уже  легко  можетъ  быть  выведена  вся  теорія  па¬ 
раллельныхъ  линій. 

«Теорема.  Пусть  будутъ  ЛС  н  ВО  двѣ  прямыя,  перпенди- > 
кулярныя  къ  третей  ЛВ,  и  слѣдовательно  параллельныя  между 
собой;  если,  изъ  какой  ни  есть  точки  М  прямой  ЛС,  возставимъ 
перпендикуляръ  ЛШ  къ  ЛС,  и  ограничимъ  его  при  встрѣчи,  съ  другою 
параллельною  ВО,  то  окажется,  1®  что  прямая  Л/7Ѵ  будетъ  равна 
ЛВ;  2®  что  эта  самая  прямая  Л/УѴ,  перпендпку  іярііая  къ  .4 С,  бу¬ 
детъ  вмѣстѣ  перпендикулярна  и  къ  параллельной  съ  нею  ВО.» 

«Доказательство.  Изъ  точки  N  проводимъ  чрезъ  средину  / 
линіи  ЛВ  прямую  N1  до  встрѣчи  съ  .4С,  продолженноіі  въ  сто¬ 
рону  Р;  два  треугольника  ВІі\,  ЛІР  будутъ  равны,  потому  что 
имѣют'ь  по  равной  сторонѣ  ВІ=ЛІ  съ  двумя  равными  приле¬ 
жащими  углами,  именно:  углы  В^N  и  ЛІР  равны,  какъ  проти¬ 
воположные  верпшнами,  и  углы  при  В  и  .4,  какъ  прямые.  Слѣ¬ 
довательно  сторона  Ш=ІР,  а  уголъ  ВМІ=  .\РІ.  Отсюда  за- 


л.  II. 
Ф.  24. 
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к.иочсюмъ,  что  сумма  двухъ  угловъ  СРN^  равна  суммѣ 

двухъ  угловъ  /Л7/,  /Л'І),  и  поэтому  равна  двумъ  прямымъ  угламъ. 
Такимъ  образомъ  мы  получаемъ  косоуголыіыіі  двуутолыіикъ 
СРN^,  равномѣрный  съ  прямоугольнымъ  двуугольникомъ  6М/УІ), 
которыіі  имѣетъ  основаніемъ  своимъ  линію  ЛВ;  покажемъ  те¬ 
перь,  что  можно  паптп  еще  другое  значеніе  для  косоугольнаго 
двуугольника  СРN^. 

«Продолжимъ  Рі\  до  такъ  чтобы  N^  =  РN,  и  чрезъ 
точку  (>  проведемъ  прямую  СОУ,  составляющую  съ  N0  уголь 
Въ  такомъ  случаѣ  сумма  двухъ  угловъ  І)Л'0,  Л'(Ж 
будетъ  равна  двумъ  прямымъ  угламъ;  такимъ  образомъ  полу¬ 
чится  второіі  двуугольникъ  1)Л'()Г,  равный  двуугольнику  СРІѴО; 
н  въ  самомъ  дѣлѣ,  эти  два  двуугольника  могутъ  быть  совмѣщены, 
точно  такъ  какъ  совмѣщались  бы  два  треугольника,  имѣющіе  по 
равноіі  сторонѣ  РА=КО  съ  двумя  равными  прилежащими  углами. 

«Съ  другой  стороны,  эти  самые  два  двуугольиика,  взятые 
вмѣстѣ,  составляютъ  одинъ  двуугольникъ  СРОУ^  имѣющій 
основаніемъ  линію  РО;  такъ  какъ  Р^  дѣлится  пополамъ  въ 
точкѣ  то  треугольники  АШР  будутъ  равны;  дѣйстви¬ 

тельно,  они  имѣютъ  но  равной  сторонѣ  съ  двумя  равными  при¬ 
лежащими  углами,  именно:  —  РN,  уголъ  СN^  =  РNМ^ 

уголъ  С^N=NРМ.  Слѣдовательно  сторона  6'7Ѵ=Л/ІѴ,  а  уголъ 
N60  будетъ  прямоіі,  какъ  и  уголъ  КМР.  И  такъ,  косоуголь¬ 
ный  двуугольникъ  СР()У,  вдвое  большій  двуугольника  СРІ^В^ 
будетъ  рав*!омѣрен  ь  съ  прямымъ  двууголыінкомъ  СМ6У,  имѣю¬ 
щимъ  основаніемъ  своимъ  линію  МО;  поэтому  С  РОУ  будетъ 
также  вдвое  больше  прямоугольнаго  двуугольника,  имѣющаго 
основаніемъ  линію  4/іѴ,  равную  половинѣ  линіи  МО.  Изъ  этого 
слѣдуетъ,  что  косоугольный  двуугольникъ  СР^О^  равііомѣрныіі 
съ  прямымъ  двуугольникомъ,  построеннымъ  на  основаніи  ЛВ^ 
равномѣренъ  также  съ  прямымъ  двууголыінкомъ,  построеннымъ 
на  ссновапіп  МN.  По  какъ  два  равные  прямые  двууголыінка 
должны  имѣть  равныя  основанія,  то  изъ  этого  слѣдуетъ,  1®  что 
перпендикуляръ  NN  равеіп»  линіи  ЛВ. 

«Мы  возставили  перпен&икулпрь  NN  къ  АС  до  встрѣчи  съ  ВО, 
и  доказали,  что  NN  =  АВ;  еслибъ,  подобнымъ  образомъ,  изъ 
точки  N  возставили  перпендпкуляръ  къ  ВО  до  встрѣчи  съ  ЛС, 
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то  этотъ  перпендикуляръ,  которыіі  изобразимъ  чрезъ  дол¬ 
женъ  бы  также  равняться  ЛВ;  по  очевидно,  что  еслибъ  эта  вто¬ 
рая  прямая  N31'  пе  совмѣщалась  съ  перпендикуляромъ  N31,  то 
она  была  бы  наклонною  линіей,  большею  чѣмъ  N31,  и  слѣдова¬ 
тельно  большею  чѣмъ  АВ.  И  такъ,  чтобъ  N31'  равнялась  А  В, 
эта  линія  N31'  необходимо  должна  совмѣщаться  съ  ІѴЛ/;  слѣдо¬ 
вательно  2®  прямая  ЗШ  будетъ  въ  одно  время  перпендикулярна 
къ  обѣимъ  параллельнымъ  линіямъ  АС,  ВО*).» 

Прежде  всего  замѣтимъ,  что  въ  доказательство  Лежандра 
вкралась  неточность  выраженія,  которая  повторилась  въ  нѣ¬ 
сколькихъ  мѣстахъ  (стр.  40І,  403,  40(5).  Лежандръ  дону-  ^ 
скаетъ,  что  имѣя  двѣ  параллельныя  линіи  АС  и  ВО,  тоесть,  Ф.2в. 
двѣ  прямыя,  перпендикулярныя  къ  третей  прямой  АВ,  которую 
онъ  называетъ  основаніемъ  двуугольника  САВО,  перпендикуляръ 
Д/ІѴ,  возставленный  изъ  31  къ  АС,  пересѣчетъ  линію  ВО.  Какт. 
бы  это  пред.іоженіе  не  казалось  очевиднымъ  съ  перваго  взгля¬ 
да,  по  оно  допущено  быть  пе  можетъ.  Отсылаемъ  по  этому 
предмету  къ  указанію  Фурье,  помѣщенному  въ  Атіуне  <1е8  (га-- 
ѵанх  йе  ѴАсайгтіе  Воуаіе  Лез  ^сіепсез  ранг  Гаппсе  1826,  Рагііе 
таікетаіщие,  стр.  XIV,  а  также,  для  по.Оіаго  разъясненія  во¬ 
проса,  къ  п®  1 1  нашего  Опыта.  Впрочемъ,  возраженіе  наше  бу¬ 
детъ  относиться  не  къ  этому  спорному  предложенію;  легко  из¬ 
бѣгнуть  его,  не  нарушая  геометрической  строгости.  Дѣйстви¬ 
тельно,  обратясь  къ  мемуару  Лежандра,  увидимъ,  что  вездѣ, 
гдѣ  сказано  въ  незіъ:  проведя  прямую  31  N  перпендикулярно  къФЛв. 
линіи  АС,  и  ограничивъ  ее  при  пересѣченіи  съ  параллельною  ек  ВО, 
можно  въ  замѣнъ  употребить  слова:  чрезъ  точку  N,  взятую  на 
ВО,  опускаемъ  перпендикуляръ  N3!  на  прямую  АС. 

Возраженіе  наше  будетъ  относиться  къ  предложенію  о  ра¬ 
венствѣ  двуугольниковъ  (стр.  403,  405),  которое  Лежандръ 
основываетъ  на  началѣ  равенства  по  совмѣщенію  [о^тр.  \0\),  при¬ 
совокупляя  къ  нему  требованіе  о  возможности  откидывать  ве¬ 
личину  конечную  предъ  величиною  безконечно  большою.  Иѣгь 
сомнѣнія,  что  начало  равенства  по  совмѣщенію,  когда  рѣчь 
идетъ  объ  Фигурахъ  ограниченныхъ,  вполнѣ  удовлетворительно 
и  по  своей  очевидности,  и  по  строгости;  но  для  пространствъ 

*)  Смог,  въ  упомянутомъ  выше  мемуарѣ  .Іежандра  стр.  'іОО  и  с.іѣдующія. 
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безконечныхъ,  н  мы  имѣли  уже  случаіі  говорить  о  томъ  (п®п®  6 
и  7),  это  начало  не  удовлетворяетъ  условіямъ  ясности,  и  даже 
строгости,  требуемыхъ  вь  особенности  въ  элементарныхъ  до¬ 
казательствахъ.  Постараемся  показать  это  на  самомъ  случаѣ 
двухъ  прямоугольныхъ  двуугольниковъ.  И  замѣтимъ  во  пер¬ 
выхъ,  что  пѣтъ  никакого  ус.ювія,  ограничивающаго  длины  сто- 
ронъ  двуугольника,  каково  бы  впрочемъ  не  было  его  основа- 

27.  Н1С.  Такъ  стороны  ЛІ.  и  /М/,  Лі  и  СN,  ЛІ.  и  І)Р  и  гіроч.  дол¬ 
жно  принимать  равноіі  безконечной  длины,  хотя  онѣ  и  принад¬ 
лежатъ  неравнымъ  двуутолыінкамъ,  ибо  нервыіі  изъ  нихъ  имѣ¬ 
етъ  основаніемъ  своимъ  линію  ЛЛ,  второй  третій  ЛВ  и 
нроч.  Само  собоіі  разумѣется,  мы  предполагаемъ  при  этомъ, 
какъ  видно  па  чертежѣ,  что  всѣ  основанія  совпадаютъ  съ  пря¬ 
мою  АО.  Сказанное  нами  совершенно  согласуется  съ  ішчаломъ 
г)остаточпа?о  основанія;  дѣііствнтелі.но,  нѣтъ  никакоіі  причины, 
по  котороіі  бы  одна  изъ  безконечныхч.  линій  ЛЛ,  /Ш,  СЛ\  ВР 
и  нроч.  была  болѣе  другоіі.  Слѣдовательно,  должно  допустить 
безусловное  ихъ  равенство,  то  есть,  равенство  сторонъ  въ  дву¬ 
угольникахъ  РЛиМу  ІЛС]\\  ІЛВР  и  нроч.,  каковы  бы  нс  были 
соотвѣтственныя  имъ  основанія. 

Условясь  въэтом'ь,  пусть  будетъ  САІІВ  данный  прямоуголь- 
пыіі  двууголыінкъ;  изъ  точки  взятой  на  линіи  ЛП,  онустнмъ 
на  АС  перпендикуляръ  ЛЛ/,  и  отложимъ  но  его  нанравленііо, 
отъ  точки  Л/,  длину  Л/А\  равную  основанію  ЛП.  Мы  нрпнима- 
емъ  і\М  бблылнмъ  Л/?,  ибо  допустивъ,  что  N}I  меньше  АП,  бу¬ 
демъ  [іриведены  къ  тому  невозможному  слѣдствію,  что  сумма 
угловъ  треугольника  нревосходитъ  два  прямые  угла*).  Равеп- 

II.  *)  Дѣііствитс.іьио,  положимъ,  что  отъ  краіііііі\ъ  точекъ  Л  и  В  прямоугольна- 

29.  го  лвууголыіііка  СЛВІ)  отложили  по  направленіямъ  АС  и  ВІ)  ііроіілво.іьныя,  но 
равныя  между  собою  линіи  Л  В  и  и  соедііііпли  потомъ  точки  Л  и  прямою 
Р^.  Раздѣливъ  основаніе  АВ  пополамъ  въ  точкѣ  Е,  и  возставивъ  изъ  Е  перпен¬ 
дикуляръ  ЕС  къ  АВ,  этотъ  перпендикуляръ  раздѣлитъ  линію  въ  точкѣ  Е  на 
двѣ  равныя  части  ЕР  и  Л(>.  Съ  другоіі  стороны  очевидно,  что  ЕР  и  Е^  будутъ 
перпендикулярны  къ  ЕЕ;  слѣдовательно,  допуская,  что  перпендіікуляръ  ^Е  въ 
двуугольникѣ  І)ВЕЕ  меньше  основанія  его  ВЕ,  окажется,  что  и  линія  Р^  менѣе 
ЛВ,  Посмотримъ  теперь,  къ  какому  слѣдствію  приведетъ  пасъ  такое  предполо¬ 
женіе.  Сордиіііівъ  А  съ  получимъ  два  треугольника  ЛР^  и  Л()Д,  имѣющіе  двѣ 
равныя  стороны,  именно:  общую  сторону  А^  и  АР  =  В{);  такъ  какъ  третья  сто¬ 
рона  АВ  въ  треугольникѣ  В^А,  по  предположенію,  больше  стороны  Р^  треуголь¬ 
ника  ЛР^,  то  по.іучіімъ  уголъ  6^  о;  съ  другой  же  стороны  имѣемъ 
<і  =  углу  прямому,  с  =  уг.іу  прямому  —  а; 
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ство  же  =  ЛИ  непосредствсипо  влечетъ  за  собою  отличи¬ 
тельное  своііство  равііоотстояііія  паралле.іыіыхъ  линій.  Вся 
трудность  ихъ  теоріи  заключается  именно  въ  доказательствѣ, 
что  иернсидикуляръ  Л'Л/  не  можетъ  быть  болѣе  ЛИ.  Проведемъ 
теперь  чрезъ  точку  К  прямую  АТ,,  перпеидикуляриую  къ  Л/ А'; 
такимъ  образомъ  по.іучимъ  прямоугольный  двуугольникъ  СЛ/А'А, 
имѣющій  основаніе  равное  съ  основаніемъ  нервопачалыіаго  дву¬ 
угольника  СЛИВ.  Такое  построеніе  приводитъ,  по  видимому,  къ 
сомпѣнііо  па  счетъ  предполагаемаго  равенства  прямоугольныхъ 
двуугольниковъ,  при  равныхъ  основаніяхъ;  дѣйствительно,  не 
слѣдуетъ-.іи  заключить  изъ  чертежа,  что  изоытокъ  плоіцадн 
двуугольника  САВВ  предь  площадью  двуугольника  СМКІ  со- 
стонть  изъ  двухъ  частеіі:  изъ  конечной  площади  ЛВі\М  и 

2^  изъ  безконечнаго  пространства  ІКІ^ВІ  Мы  говоримъ,  что 
послѣднее  пространство  предполагается  безконечнымъ,  и  это  по¬ 
тому  что  уголъ  NN0 лолжио  принимать  тупымъу  иначе  сумма  че¬ 
тырехъ  углов’ь  фигуры  ЛйЛМ/,  которая  разлагается  па  два  тре¬ 
угольника,  превышала  бы  четыре  прямые  угла,  что  невозможно. 

Можетъ  быть  скажутъ,  что  самое  слѣдствіе  паше,  —  нера¬ 
венство  площадей  двухъ  прямыхъ  двуугольниковъ  съ  равными 
основаніями,  —  повидимому  противоречащее  здравымъ  поііяті- 
ямь,  доказываетъ,  что  употребленное  нами  построеніе  невѣрно, 
и  что  непремѣнно  должно  допустить  ЛМА=  (откуда 

уже  иепосредствеіпіо  вытекаетъ  вся  теорія  параллельныхъ  ли¬ 
ній);  на  это  мы  будемъ  отвѣчать,  что  замѣченное  противорѣчіе 
только  к.гжущесся.  Дѣйствите.іыіо,  пока  не  ограничиваемъ  дли¬ 
ны  сторонъ  двуугольника,  вотъ  къ  чему  приводитъ  паше  по¬ 
строеніе:  положимъ,  что  по  направленію  АС  и  ВІ)  отложили 
произвольныя  равныя  части  АЛ  и  ВВ  ;  отложимъ  ту  же  часть 
ЛА^  отъ  М  до  М'  и  отъ  К  до  К\  и  соединим  ь  потомъ  В  съ  А 
и  а' съ  3/'  прямыми  А'в\  а 'л/.  Очевидно,  что  часть  АВВЛ' 
прямаго  неопредѣленнаго  двуугольника  САВВ  должна  быть  рав¬ 
на  части  МКІіМ'  двуугольника  СМКІ.  Употребленное  нами 
строеніе  не  обнаруживаетъ  ничего,  отрицающаго  это  равенство: 

слѣдовательно,  сложивъ,  получимъ 

6  -I-  с  -г-  а  ^  двухъ  прямыхъ  угловъ, 
чего  не  можетъ  быть,  потому  что  Ь,  с,  Л  означаютъ  углы  треугольника 
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изъ  него  слѣдуетъ  только,  что  пространство  АВNВ' ЕКМЛ  равно 
части  Л' ЕК  М ,  въ  чемъ  не  видимъ  никакого  признака  иевозмож- 
иостн.  Съ  другоіі  же  стороны,  такъ  какъ  длина  АА'  можетъ 
быть  увеличена  по  произволу,  то  кажущееся  противорѣчіе  объ¬ 
ясняется  само  собою. 

И  такъ,  мы  не  можемъ  заключить,  чтобы  два  прямые  дву¬ 
угольника,  равномѣрные  по  площади,  имѣли  непремѣнно  рав¬ 
ныя  основанія,  а  усматриваемъ  только,  что  это  предложеніе  не 
представляетъ  ничего  противорѣчиваго.  Сверхъ  того,  употреб¬ 
ленное  построеніе  показываетъ,  если  не  ошибаемся,  что  начало 
совмѣщенія,  для  площадей  безконечныхъ,  не  имѣетъ  той  сте¬ 
пени  точности  и  опредѣлительности,  какой  въ  правѣ  требовать 
отъ  Эѵіемеіітарныхъ  доказательствъ.  Постараемся  подтвердить 
сказанное  еще  другимъ  построеніемъ, 
ф.'зо.*  Пусть  будегь  неопредѣленная  Фигура  Л'ЛВВ\  въ  которой 
углы  при  А  и  В  предполагаются  тупыми  и  равными  между  со¬ 
бой;  возьмемъ  линію  произвольной  длины,  11  отложимъ  её  отъ 
Л  къ  С  и  отъ  В  къ  В;  соединимъ  С  съ  О  прямою  СВ^  и  опре¬ 
дѣлимъ  па  ней  точки  а  и  Ь  по  условіямъ  аЪ  =  АВ  и  аС=:ЬВв 
Изъ  точекъ  а  и  6  проведемъ  неопредѣленныя  прямыя  аа*  и  ЬЬ' 
такимъ  образомъ,  чтобы  утлы  айЬ  и  аЬЬ'  были  равны  угламъ 
А  и  В  первоначальной  Фигуры  А'АВВ\  Неограниченная  Фигура 
ааЬЬ  у  хотя  тожественна  съ  первоначальною  А^ АВВ\  по  вмѣ¬ 
щается  въ  пеіі,  и  имѣетъ  площадь,  разнствующую  отъ  А'АВВ' 
безконечнымъ  пространствомъ  ВЧіАА'ааЬЬ'.  Конечно  могутъ 
сказать,  что  эта  избыточная  площадь  В  ВАА  а  аЬЬ'  есть  величина 
безконечная  только  перваго  порядка^  которую  слѣдуетъ  откинуть 
предъ  пространствомъ  А'АВВ\  изображающимъ  безконечно  боль¬ 
шую  величину  второго  порядка.  Это  справедливо,  но  чтобы  удо¬ 
стовѣриться  а ргіогі  въ  несомнѣнности  такого  утвержденія,  нужно 
доказать,  что  А  АВВ  есть  пространство  угловое;  это  самое  заста¬ 
витъ  прибѣгнуть  къ  11-й  Эвклпдовоіі  аксіомѣ,  въ  слѣдствіе 
которой  дѣйствительно  прямыя  А^А  и  ВВ^  достаточно  продол¬ 
женныя  въ  лѣвую  сторону,  пересѣкаются.  —  Прибавимъ  къ 
этому,  что  подобныя  объясненія,  основанныя  на  разсматрива¬ 
ніи  пространствъ  не  только  конечныхъ,  по  и  безконечныхъ,  не 
должны  быть  допускаемы  въ  иЗѵіоженіи  началъ  Геометріи  уже 
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потому  что,  6і*зъ  посооін  теоріи  ііарсіЛсіс.іі*ііых  ь  ліпіііі,  понятіе 
о  площядях'ь  не  можетъ  имІіть  нпКсікоіі  опредЬлнте»іыіостіі.  1 
ководстпуясь  же  подоонінми  соображеніями,  леіко  впасть  въ 
кругъ,  11  принять  доказаннымъ  то  что  спрашивается. 

Окончимъ  наши  зам'Ьчанія  на  это  доказательство  сказав ь 
нѣсколько  слоиьо  тѣхъ  возраѵксніяѵь,  которыя  самъ  Лежандръ 
предложилъ  себѣ  относнтелыіо  сноіістиъ  дву)  голыінковъ  (стр, 
405).  Мы  разумѣемъ  об  ьясненіе,  относящееся  къ  тому  что  без¬ 
конечныя  площади  двухъ  двуугольниковъ,  изъ  которыхъ  одинъ 
заключенъ  въ  другом  ъ,  могутъ  разііствоватъ  между  собою  только 
площадью  конечною,  почему  и  должны  быть  принимаемы  за 
равныя.  Въ  этомъ  отноніенін  мы  замѣтимъ,  что  приступая  къ 
теоріи  параллельныхъ  линііі,  пли,  что  собственно  одно  и  то  же, 
къ  свойствамъ  двуугольниковъ,  нельзя,  не  нарушивъ  логической 
строгости,  допуститъ  предложеніе  о  равенствѣ  основаніи  нрнмыхъ 
двуугольниковъ,  равномѣрныхъ  по  площади  (ст|>.  403),  основывая 
это  заключеніе  на  сообра/кеніяхъ,  которыя  сами  слЬдуютъ  изъ 
этого  допускаемаго  равенства,  какъ  то  легко  повѣрить  обратясь 
къ  мемуару  Лежандра.  И  дѣйствительно,  въ  предлагаемомъ 
Лежандромъ  объясненіи  (стр.  406),  онъ  говоритъ  о  рядѣ  рав¬ 
ныхъ  нрямоуголыніковъ;  но  очевидно,  что  отрицая  иреллол»е- 
ніе  относящееся  къ  двуугольникамъ,  мы  будемъ  въ  правѣ  от¬ 
вергнутъ  также  и  существованіе  этнхт.  нрямоуголышковъ. 

11.  Есть  еще  примѣчате.іыіое  доказательство  ні)едложенія 
о  суммЬ  трехъ  угловъ  треугольника,  основанное  на  законѣ  одно¬ 
родности;  оно  отчасти  аиалитическое,  а  отчасти  синтетическое, 
и  предложено  Лежандромъ  еще  въ  1794  году  въ  нервомъ  и 
въ  послѣдующихъ  изданіяхъ  его  Геометріи,  Лто  доказательство 
приводитъ  окончательно  къ  тому,  что  отрицая  равенство  суммы 
угловъ  треугольника  двумъ  прямымъ  угламъ,  мы  дол/ъны  бу¬ 
демъ  допустить  слѣдствіе  невозможное,  именно  существованіе 
опредѣленной  единичной  длины,  о  которой  вопрос ь,  но  сущносги 
своеіі,  не  представляетъ  иикакихъ  данныхъ.  Это  начало,  но  на¬ 
шему  мнѣнію,  самое  удовлетворительиое,  и,  кажется,  единствен¬ 
ное,  на  которомъ  можно  основать  со  всею  строгостію  теоі.ію  па¬ 
раллельныхъ  линій.  Поэтому,  въ  лалыіѣйиіемъ  изложеніи,  наши 
замѣчанія  будутъ  относиться  не  къ  сущности  уцомииасмаго  на- 
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чала,  а  только  къ  способу  примѣненія  его  Лежандромъ  къ  до¬ 
казательству  теоредіы  о  суммѣ  трехъ  угловъ  треугольника.  Въ 
п  21  мы  предложимъ  собственныіі  опытъ  доказательства  тео¬ 
ріи  параллельпыхъ  .<іпиіи,  основанный  на  законѣ  однородности, 
о  которомъ  теперь  идетъ  рѣчь, 

«ъ.'зь  Лежандръ  разсматрпіиетъ  треугольникъ  АВС,  въ  которомъ 
одна  сторона  АВ—р,  н  два  прилежащіе  угла  Аи  В  извѣстны; 
эти  данныя  достаточны  для  полнаго  опредѣленія  треугольника. 
И  такъ,  приступая  къ  рѣшенію  вопроса,  должно  предположить, 
что  третій  уголъ  С  зависитъ  огь  А,  В  и  р,  въ  слѣдствіе  чего  по- 
.іучнмъ  С=(^(А,В,р).  Далѣе,  чтобъ  показать  что  сторона  р  не 
входитъ  подъ  знакъ  Функціи  ср,  или,  что  всё  равно,  что  имѣемъ 

просто  С’=  Лежандръ  разсуждаетъ  слѣдующимъ обра- 

зомч>: 

«Условимся  принимать  прямой  уго.іъ  за  единицу;  тогда  утлы 
А,  В,  С  можно  будетъ  изобразить  числами,  закліочающимися 
между  о  и  2.  Пусть  будетъ  С=ф{л,  утверждается,  что 

линія  р  не  должна  входить  въ  Функцію  ф.  Дѣйствительно  мы 
видѣли,  что  С  опредѣляется  совершенпо  посредствомъ  однѣхъ 
данныхъ  А,  В,р;  и  если  бы  имѣ.іи  какое  ни  есть  уравненіе  между 
А,  В,  С,р,  то  можно  бы  было  вывести  изъ  него  величину  р,  и 
выразить  её  чрезъ  количества  А,  В  и  С  отсюда  с.іѣдовало  бы 
заключить,  что  сторона  р  равна  числу,  что  невозможно.  И  такъ, 
р  не  можетъ  входить  въ  Функцію  ф,  почему  и  имѣс.мъ  просто 
С=<р[А,В). 

«Эта  Формула  унге  доказываетъ,  что  если  два  угла  одного 
треуіолыіика  соотвѣтотвенпо  равны  двумъ  угламъ  другаго,  то 
третьи  уг.іы  эгихъ  двухъ  треугольниковъ  должны  быть  равны 
между  сооою  (стр,  373  упомянутаго  выше  мемуара).» 

Допустивъ  такое  сужденіе,  и  слѣдовательно  справедливость 
уравненія  С=  ф(Л,  В),  остальное  въ  доказательствѣ  не  представ¬ 
ляетъ  болѣе  никакого  затрудненія. 

•1>,  32.  «ДІ>иствпте.іыіо,  пусть  будетъ  сперва  АВС  прямоуголыіыіі 
треугольникъ;  изъ  вершины  прямого  угла  А  опускаемъ  перпен¬ 
дикуляръ  АП  на  гипотенузу  его  ВС;  углы  В  и  П  треугольника 
АВП  соотвѣтственно  равны  угламъ  В  п  А  треугольника  СВ  А; 
слѣдовательно,  въ  силу  доказаннаго  сеіі-часъ  свойства,  третій 
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уголъ  в  АО  будетъ  равенъ  углу  С.  По  тоіі  же  самой  причинѣ 
уголъ  ОАС=В;  и  такъ  ВАО-^ОАС  или  ВАС=В-^С;  по  какъ 
уголъ  ВАС  прямой,  то  и  заключаемъ,  что  сумма  острыхъ  угловъ 
въ  прнмоу?ольномъ  треугольникѣ  равна  прямому  углу.  ^ 

«Пусть  булевъ  наконецъ  ВАС  какой  пи  есть  треугольникъ,  ф.  зз. 
а  ВС  та  сторона  его,  которая  не  менѣе  каждоіі  изъ  двухъ  осталь¬ 
ныхъ.  Если,  изъ  верніины  А  противоположнаго  еіі  угла,  опус¬ 
тимъ  перпендикуляръ  АО  на  ВС,  то  основаніе  его  О  упадетъ 
между  точками  В  и  С,  и  треугольникъ  АВС  раздѣлится  па  два 
прямоугольные  треугольника  ВАО,  ОАС;  но  мы  доказали,  что 
сумма  двухъ  острыхъ  угловъ  ВАО  и  АВО  въ  прямоугольномъ 
треугольникѣ  ВАО  равна  прямому;  равнымъ  образомъ,  сумма 
угловъ  ОАС  и  АС  О  прямоугольнаго  треугольника  ОАС  равна 
углу  прямому.  Слѣдовательно,  сумма  четырехъ  острыхъ  угловъ, 
или,  что  всё  равно,  сумма  трехъ  угловъ  ВАС  АВС-\-  АСВ  со¬ 
ставитъ  два  прямые  угла.  И  такъ,  во  всякомъ  треугольникѣ  сумма 
трехъ  угловъ  равна  двумъ  прямымт>  угламъ  (стр.  373  и  374).» 

Далѣе  Лежандръ  предлагаетъ  нѣкоторыя  развитія  на  счётъ 
несообразности  результата,  къ  которому  привело  бы  насъ  допу¬ 
щеніе  какой  либо  зависимости  стороны  р  отъ  угловъ  Л,  //,  С  тре¬ 
угольника  АВС.  Вотъ  что  говорить  онъ  по  этому  предмету: 

«Три  угла  А,  В,  С  могутъ  быть  даны  только  посредствомъ  «і».  зз. 
отвлеченныхъ  чиселъ,  выражающихъ  ихъ  отношеніе  къ  пря¬ 
мому  углу,  принимая  послѣдпііі  за  единицу.  Напримѣръ,  можно 
предположить  Л  =  .]  ,  й  =  ^  =  5  ’  "  тогда  сумма  угловъ  бу¬ 

детъ  1^2*,  то  есть,  она  будетъ  разнствовать  отъ  двухъ  прямыхъ, 
но  недостсятку ,  па  часть  прямаго  угла;  и  такъ,  безусловная 
длина  стороны  АВ  треугольника  должна  быть  опредѣлена  этими 
тремя  числами.  Невозможность  такого  слѣдствія  очевидна;  дѣіі- 
ствителыіо,  какова  бы  пи  была  зависимость,  служащая  для  опре¬ 
дѣленія  стороны  АВ  посредствомъ  трехъ  чиселъ  I ,  |  и  нельзя 
будетъ  изъ  пея  вывести  инаго  результата,  какъ  только  того,  что 
АВ  есть  число  цѣлое,  или  дробное,  раціональное,  или  ирраціо¬ 
нальное;  если  напримѣръ  окажется,  что  это  число  равно  12,  то 
ничего  нельзя  будетъ  рѣшить  насчётъ  безусловной  величины  Л  Д, 
ибо  надлежало  бы  знать,  какія  единичныя  длины  изображаетъ 
число  12,  будутъ-лі!  это  миллиметры,  метры,  футы,  тоазы,  мили 
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и  ироч.  Въ  существѣ  вопроса  не  паходнмъ  пичего,  что  могло  бы 
указать  па  величину  едипичноіі  длины;  и  это  самое  отсутствіе 
единичной  длиша  обнаруживаетъ  невозможность  результата^  о  ко¬ 
торомъ  идетъ  рѣчь  (стр.  381).» 

Послѣднія  подчеркнутыя  слова  заключаютъ  утвержденіе,  ко¬ 
торое,  можетъ  быть,  не  въ  полноіі  мѣрѣ  оправдано  предлагае¬ 
мыми  авторомъ  объясненіями.  Войдемъ  въ  этомъ  отношеніи  въ 
нѣкоторыя  подробности. 

Вопросъ  собственно  состоитъ  въ  томъ,  чтобы  показать  стро¬ 
гимъ  образомъ,  что  прямолинейный  уголъ  не  можетъ  привести  къ 
опредѣленной  длинѣ.  Это  утвержденіе  непосредственно  влечетъ 
за  собою  справедливость  предложенія  о  встрѣчѣ  наклонноіі  съ 
перпендикуляромъ.  Дѣйствительно,  отрицая  эту  истину,  мы  тѣмъ 
ф’д  самымъ  допускаемъ  существованіе  предѣльной  точки  Л,  взятой 
на  сторонѣ  ЛЕ  угла  ВАС' ^  начиная  отъ  которой  наклонная  Л(/ 
не  будетъ  уже  встрѣчать  перпендикуляра  ВВ  къ  прямой  АЕ.  Въ 
такомъ  случаѣ  уголъ  ВАС  ^  противно  утвержденію,  приведетъ  къ 
опредѣленной  длинѣ  АВ.  Но  еслибъ  замѣнили  одну  изъ  сторонъ 
АС  прямолинейнаго  угла  ВАС^  безконечною  вѣтвью  кривой  АМС^ 
имѣющею  ассимнтотою  своею  прямую  ВВ^  перпендикулярную 
къ  Л  В,  то  существованіе  предѣла,  о  которомъ  говоримъ,  сдѣла¬ 
лось  бы  совершенно  очевиднымъ.  Ясно,  что  какъ  бы  далеко  не 
взяли  точку  Л/,  основаніе  ІѴ  перпендикуляра  МN  никогда  не  до¬ 
стигнетъ  точки  Л,  приближаясь  къ  неіі  неопредѣленно.  И  такъ, 
кривая  линія  АМС  вполнѣ  опредѣлитъ  длину  АВ,  Теперь  есте¬ 
ственно  представляется  вопросъ,  почему  подобное  не  можетъ 
случиться  и  при  разсматриваніи  прямолинейнаго  угла?  Чтрбъ 
отвѣчать  въ  отрицательномъ  смыслѣ,  пришлось  бы  прибѣгнуть 
къ  понятіямъ  о  параметрахъ^  и  войти  въ  подробности  на  счётъ 
существеннаго  различія  между  прямою  и  кривыми  линіями.  Если 
бы  Лежандръ  выполнилъ  это  элементарнымъ  образомъ,  то  до¬ 
казательство  его  было  бы  совершенно  удовлетворительно.  Въ 
11^21,  какъ  уже  сказано  выше,  мы  предложимъ  собственныя  со¬ 
ображенія  по  этому  предмету. 

Повторяемъ,  доказательство,  о  которомъ  здѣсь  идетъ  рѣчь, 
основано  на  невозможности  вывесть  опредѣлспную  длину  изъ 
прямолинейнаго  угла.  Покамѣстъ  эта  невозможность  не  дока- 
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зана  строгимъ  образомъ,  нельзя  получить  никакого  слѣдствія. 

Въ  самомъ  дѣлѣ,  обратимся  къ  уравненію  С  =  9(Л,  кото¬ 

рое  Лежандръ  считаетъ  несообразнымъ;  можно  возразить,  что 
уголъ  А  напримѣръ,  приводитъ  къ  нѣкоторой  опредѣленной 
длинѣ  (/,  а  уголъ  В  къ  длинѣ  г,  и  что  эти  величины  д  \\  г  войдутъ 

также  подъ  знакъ  Функціи  ср.  Тогда,  принявъ  С=  (р(Л,  В,  ~), 
получимъ  уравненіе  не  представляющее  никакого  противорѣчія, 
ибо  оно  заключаетъ  только  отношенія  -  одной  линіи  къ  дру- 

^  т  *  *' 

ГОЙ,  то  есть  числа  отвлеченныя.  Что  же  касается  до  единичной 
длины ^  посредствомъ  которой  выражаются  р,  дг,  г  и  всякая  дру¬ 
гая  линія,  то  можно  условиться  напримѣръ  въ  томъ,  что  она 
изображаетъ  предѣльную  длину  АВ  при  разсматриваніи  опрсдѣ- 
леннаго  остраго  угла  ВАС^^  положимъ  равнаго  полотшѣ  прпмаю 
у?ла.  И  такъ,  если  означимъ  чрезъ  д  предѣльную  длину,  относя¬ 
щуюся  къ  данному  углу  Л,  то  можно  принять  д  =  [[А).  Изобра¬ 
зивъ  чрезъ  А  прямой  уголъ,  окажется,  что  Функція  [  удовлетво¬ 
ряетъ  во  первыхъ  условію  Ді  с1)=  1,  и  сверхъ  того,  какъ  легко 
видѣть,  слѣдующимъ  двумъ:  ({А)  =  о  и  До)  =  оо. 

15.  Предложимъ  еще  доказательство,  основанное  отчасти  на 
понятіяхъ  о  силахъ. 

Пусть  будетъ  прямая  ЛВ,  неопредѣленно  продолженная  въ  ф  34 
обѣ  Лороны.  Раздѣлимъ  её  мысленно  на  безконечное  число  рап¬ 
ныхъ  частей  аа\  аа\  аа  '\  и  проч.  Если  примемъ  ату  пря- 

муіо  за  матеріальную,  іі  къ  каждои  точкѣ  дѣленія  а,  а  ^  а  ,  а  .... 
приложимъ,  перпендикулярно  къ  направленію  Л  В,  равныя  силы, 
положимъ  Р,  то  эта  прямая  получитъ  н  Ькоторое  движеніе  въ 
сторону  дѣйствія  силъ.  Вообразимъ  теперь,  что  по  истеченіи  нѣ¬ 
котораго  времени  остановили  движеніе;  естественно  допустить, 
что  въ  продолнсеніи  этого  промежутка  не  произошло  перелома 
въ  матеріальной  прямой  ЛВ,  ни  измѣненія  ея  вида.  Пусть  новое 
по.іожеіііе  матеріальной  прямой  будетъ  Л  В .  По  тожественному 
расположенію  и  по  равенству  всѣхъ  дѣйствующихъ  силъ  оче- 
ВИДНО,  ЧТО  всѣ  перпендикулярныя  разстоянія  Ьа^Ь  а  а  а  .... 
прямой  Аіі'  отъ  линіи  ЛВ  будутъ  равиы  между  собою.  Сверхъ 

того,  такъ  какъ  углы  при  Ь,  Ъ',  Ь  ",  Ь" _ ,  составляемые  перпеи- 

дикулярами  ойуО  а  а  уЬ  а  ....  съ  направленіемъ  Л  В ,  должны 
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быть  одинаковы  по  причинѣ  тожества  обстоятельствъ  съ  обѣихъ 
сторонъ  каждоіі  точки  6,  6  ,  6  ,  то  общая  величина  ихъ 

изобразится  прямымъ  угломъ.  Такимъ  образомъ  получится  рядъ 
равныхъ  прпмоу?ольнпповь  аЬЬ'а\  аЬ'Ь''а\  аЬ"Ь'"а"  и  мроч.,  по¬ 
слѣ  чего  уже  легко  будетъ  доказать  какое  угодно  основное  свой¬ 
ство  параллельныхъ  линііі. 

Если  допустимъ  весьма  естественное  предположеніе,  что  ма¬ 
теріальная  прямая,  прп  воображаемомъ  движеніи,  не  укорачи¬ 
вается  и  не  уд линпяется  между  каждыми  двумя  смежными  точ¬ 
ками  приложенія  силъ,  и  поэтому  не  подвергается  ни  перелому, 
пи  измѣненію  вида,  то  приведенное  сеіі-часъ  доказательство  со¬ 
вершенно  строго. 

Замѣтимъ,  что  вмѣсто  матеріальной  неизмѣняемой  прямой 
линіи,  подверженной  дѣйствію  равныхъ  силъ,  приложенныхъ 
къ  точкамъ  равноотстоящимъ  одна  отъ  другой,  можно  разсма¬ 
тривать  просто  тяжелую  прямую;  допущеніе  возможности  гори¬ 
зонтальнаго  ея  движенія,  безъ  перелома,  послу;китъ  строгимъ 
основаніемъ  теоріи  параллельныхъ  линій. 

йв.  Мы  могли  бы  привести  множество  другихъ  попытокъ 
доказательства  теоріи  параллельныхъ  линій;  всѣ  онѣ  заключаютъ 
паралогизмы,  болѣе  или  менѣе  скрытные,  или  такія  аксіомы, 
которыя  нисколько  не  очевиднѣе  основныхъ  предложеній  трехъ 
родовъ,  приведенныхъ  въ  н^  1 .  Ограничимся  указаніемъ  йа  три 
повЫішіе  опыта  по  этому  вопросу. 

Г.  Татариновъ,  въ  изданной  имь  въ  1842  году  Геометріи, 
удостоснііоіі  поощрительно!'!  Демидовской  преміи,  предложилъ 
способъ,  основапныіі  па  перенесеніи  прямыхъ  линій  изъ  одного 
мѣста  въ  другое.  Въ  разбо])ѣ  этой  книги,  напечатанном  ь  вь  От¬ 
чётѣ  о  присужденІ!!  Демидовскихъ  наградъ  за  1842  годъ,  по¬ 
дробно  показано  въ  чёмь  состоитъ  недостаточность  доказатель¬ 
ства,  почему  и  отсылаю  къ  упоминаемому  Отчёту. 

Профессоръ  ГельзингФорскаго  Университета,  Г.  Шуи,- 
тенъ,  напечаталъ  въ  1849  году  Записку  подъ  заглавіемъ:  1)с- 
(Ігісіюп  сіе  Га  (Ііёогіе  сіен  рагаИёІев  <і*ип  ргіпсіре  лоиѵеаи  *),  Авторъ 
основываетъ  свое  доказательство  на  началѣ,  которое,  по  его  мнѣ- 

*)  Лсіа  8осіеШі$  Зсіепііагит  Геппісае.  Тоті  Іегііі,  Газсісиіиз  I ,  стр.  351; 
1810  года. 
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ПІЮ,  такт>  же  очевидно,  какъ  пЬкоторыя  геометрическія  аксіомы, 
не  подлежапіія  ни  малѣйшему  сомнѣнію,  напримѣръ:  прямая 
.птіп,  заключающаяся  въ  плоской  сомкнутой  фтургь,  непремѣнно 
встрѣтитъ  ея  обводъ;  или,  прямая  линія,  заключающаяся  между 
двумя  точками,  короче  круговой  дуги,  ограниченной  при  тѣхъ  же 
точкахъ.  Начало,  принятое  Г.  Шультеііомъ  за  исходную  точку 
въ  тіоріи  параллельныхъ  линій,  слѣдующее: 

Пусть  будутъ  с  и  С  п.іощадгг  двухъ  круговъ,  соотвѣтственно 
описанныхъ  радіусами  г  и  2г,  а  е  гіроизво.іьно  большое  цѣлое  чгіело 
{напримѣръ  1000,  1  000'®“®  и  проч.),  но  не  зависящее  отъ  ве.гич1шы 
радіуса  т;  .иоэісно  всегда  выбрать  для  е  такое  значеніе,  что  е.  с^>6. 

Въ  Запискѣ  подъ  заглавіемъ :  Коіе  шг  Іа  іЫопе  без  рагаІШез 
еі  зиг  б’аиігез  роіпіз  [опбатепіаих  бе  Іа  Сёотёіпе  ёіётепіаіге ,  на- 
печатапноіі  въ  ІіиЛеІіп  рЬуз.-таІІіётаі.  (Тоше  IX,  4),  я  по¬ 
дробно  разобралъ  это  начало,  и  показалъ,  почему  оно  не  можетъ 
быть  принято  за  основаніе  вопроса  о  параллельныхъ  линіяхъ. 
Тамъ  же  замѣтилъ,  что  допуская  другія,  подобныя  истины,  по 
видимому  столь  же  очевндпыя,  а  въ  сущности  подлежащія  спра¬ 
ведливымъ  возраяч-сиіямъ,  легко  упростить  еще  доказательство 
Г.  Шультепа.  Допустимъ,  напримѣръ,  слѣдующую  истину:  ^ 

Уве.іичивая  по  произволенію  радіусъ  СВ,  можно  достигнутъ 
такой  ве.шчины  для  него,  при  которой  гигогцадь  четверти  круга 
пев  будетъ  болѣе  повторенной  извѣстное  число  разъ  п.іощади 
пел  В  ограниченнаго  пря.иоуго.іыіаго  двууго.гьника  съ  постоянны.иъ 
основаніе.иъ  С  Л. 

Если  обратимъ  вниманіе  па  то  обстоятельство,  что  длина  СА 
остается  постоянною,  ме«кду  тѣмъ  какъ  радіусъ  СВ,  а  слѣдо¬ 
вательно  и  линія  ЛВ,  мог}тъ  быть  увеличены  по  произволенію, 
то  безъ  сомнѣнія  признаемъ  изложенную  сей-часъ  истину  не  ме¬ 
нѣе  очевидною  начала,  употребленнаго  Г.  Шульте  номъ.  На 
такомъ  основаніи  докажемъ  непосредственно,  что  наклонная  СN 
къ  линіи  СЛ  встрѣчаетъ  перпендикуляръ  АЕ.  Дѣйствптелыіо,  по¬ 
ложимъ  ,  что  уголъ  ^СN  заключается  ровно  к  разъ  въ  прямомъ 
углѣ  *);  опишемъ  четверть  окружности  ПЕВ  такимъ  радіусомъ 

*)  Если  бъ  уголъ  ^СN  ис  заключался  цѣлое  число  разъ  въ  прямомъ  углѣ,  то, 
руководствуясь  нзвѣстиымъ  способомъ  прпведсиія  къ  противорѣчію,  мы  свели  бы 
доказательство  на  случаи  к  цѣлаго. 


со,  чтобы  площадь  этоіі  четверти  круга  была  болѣе  площади 
ОСЛЕ,  повторенной  к  разъ,  что  возможно  въ  силу  допущен- 
ноіі  нами  нстішы.  Такимъ  образомъ  иолучимъ 

к  X  ОСЛЕ  <  СВЕЛ. 

Съ  другой  стороны,  такъ  какъ  прямая  СN^  по  предположе¬ 
нію,  не  встрѣчаетъ  перпендикуляра  АЕ,  то  опа  должна  пересѣ¬ 
кать  дугу  ВЕ  въ  нѣкоторой  точкѣ,  напримѣръ  въ  М.  Но  какъ 
площадь  сектора  ВСМ  составляетъ  /с-ю  часть  четверти  круга 
СВЕВ^  то  и  будетъ 

к  X  ВСМ=  СВЕВ; 

слѣдовательно 

к  X  ВСАЕ<.к  X  ВСМ, 

или 

ВСАЕСВСМ. 

Очевидная  несообразность  этого  результата  доказываетъ,  что 
допущенное  предположеніе  несправедливо,  и  что  слѣдовательно 
наклонная  СN  встрѣтитъ  перпендикуляръ  АЕ  между  точками 
А  и  Е. 

Г,  Христіанъ,  въ  небольшомъ  сочиненіи,  изданномъ  въ 
і  850  году  подъ  заглавіемъ:  Ье$  рагаШІсз  8ап8  ро8ІиІаІиш  (раг 
8.  Сгізііап,  апсіеп  ргоГеззеиг),  приводитъ  свои  изслѣдованія  о 
теоріи  параллельныхъ  линііі.  Онъ  предлагаетъ  доказательство 
1  1-й  Эвклидовой  аксіомы  основываясь  на  понятіи  о  движе¬ 
ніи  уГѵіа,  которое  встрѣчаемъ  въ  опытахъ,  задолго  предшество¬ 
вавшихъ  его  труду  Помѣщаемъ  здѣсь  въ  переводѣ  основную 
его  лемму  **): 

«Основная  лемма.  —  Когда  двѣ  прямыя,  заключающіяся  въ 
одноіі  плоскости,  пересѣчены  третею,  такъ  что  одинъ  изъ  вну¬ 
треннихъ  угловъ  или  соотвѣтственнаго  ему  угла,  то,  по 
достаточномъ  продолженіи,  эти  двѣ  линіи  пересѣкутся,  именно, 
и.  стороны  внутренняго  угла  въ  первомъ  случаѣ,  а  въ  нротив- 
36.  ііую  сторону  во  второмъ. —  Пусть  ХУ,  Т/  будутъ  данныя  пря- 
ліыя ,  зак.іючающіяся  въ  одной  плоскости,  а  Л5'  сѣкущая. — 


•)  См.  ЗоЬаііпІ8  \Ѵаі1ІІ8  8.  Т.  I).  Эе  ЛІ^^сЬга  Тгасіаіиз,  1693  г.  стр.  676. 
**)  Стр.  10  и  И  упомянутаго  сочиненія  Г.  Христіана. 
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1*  Положимъ  ВЛУ<ЯВг;  надобно  доказать,  что  прямыя  будучи 
продолжены  отъ  Л  к  ь  К  и  отъ  В  къ  2,  ненремѣннб  пересѣкутся. 
Изъ  двухъ  неопредѣленныхъ  прямыхъ  составляемъ  уголъ  Ьау 
—  ВАУ;  наносимъ  его  на  уголъ  5В2  такъ  чтобы  точка  а  совпа¬ 
дала  съ  в,  а  сторона  аЬ  шла  по  направленію  В5;  въ  слѣдствіе 
самаго  предположенія  другая  сторона  ау  угла  поіідетъ  между 
В5  и  В2.  Положимъ  теперь,  что  уголъ  Ьау  начинаетъ  скользить 
въ  плоскости  трехъ  лииііі  АТ,  Т2,  В5  такимъ  образомъ,  что 
точка  о  движется  отъ  В  къ  К  по  прямой  ВВ,  а  сторона  его  аЬ 
постоянно  совмѣпіается  съ  направленіемъ  Какъ  только  точка 
а  ОТДѢ.ІИТСЯ  отъ  В,  линія  ау  перемѣстится,  и  начало  ея  будетъ 
находиться  за  точкою  В  по  направленію  ВВ;  слѣдовательно,  эта 
линія  ау  будегь  имѣть  тогда  смежныя  съ  а  точки  въ  углѣ  НВ2, 
а  какъ  оііѣ  прежде  находились  въ  углѣ  5В2 ,  то  заключаемъ,  что 
онѣ  перешли  за  72.  Пусть  будутъ  т,  п,  р  и  проч.  послѣдова¬ 
тельныя  точки  линіи  ау;  покажемъ,  что  двѣ  изъ  нихъ  не  могутъ, 
при  предполагаемомъ  двюкеніи  ау  находиться  въ  одно  время  на 
Т2.  Дѣйствительно,  еслибъ  допустили,  что  точки  т  и  п,  на¬ 
примѣръ,  находятся  обѣ  на  Т2,  то  двѣ  прямыя  ау,  Т2  совмѣ¬ 
щались  бы  во  всѣхъ  своихъ  точкахъ,  что  невозможно,  ибо  точка 
а  уже  не  лежитъ  па  Т2.  И  такъ,  точки  т,  гг,  р  и  проч.  ггерехо- 
дятъ  по^одиначкѣ  чрезъ  Т2,  ггочему  прямая  ау  будетъ  перестлать 
линію  Т2  отъ  самаго  начала  движенія.  Означимъ  чрезъ  г  точку 
общаго  ихъ  пересѣченія  въ  то  время,  когда  а  дойдетъ  до  точки 
С  линіи  ВВ;  по  мѣрѣ  удаленія  а  отъ  В,  аг  становится  всё  болѣе 
и  болѣе,  между  т1>мъ  какъ  гу  на  сто.іько  же  уменьшается;  поэ¬ 
тому,  еслибъ  разсматривалась  опредѣленная  длина  линіи  ау,  на¬ 
примѣръ  та,  которая  первонача.іьно  начерчена  на  плоскости,  то 
часть  гу  подъ  конецъ  уничтожилась  бы  совершенно,  и  точка  у 
перешла  бы  въ  уголъ  ВВ2.  Но  по  предположенію  линія  ау  не¬ 
опредѣленная;  с.іѣдовательно  ея  длина,  хотя  и  остается  конеч¬ 
ною,  но  можетъ  быть  взята  по  произволенію  большою;  поэтому 
можно  дополнять  гу  приращеніями,  равными  тѣмъ,  которыя  по¬ 
слѣдовательно  получаетъ  часть  аг,  и  тогда  точка  у  будетъ  по¬ 
стоянно  оставаться  въ  пространствѣ  угла  8В2  во  всё  время  дви¬ 
женія  а  по  направленію  ВВ.  И  такъ,  позволительно  допустить, 
что  длина  .іиніи  ау  достаточна  для  того  чтобы  она  не  переста- 
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пала  пересѣкать  Т2  въ  продолженіи  всего  движенія  точки  а  отъ 
В  до  А  включительно.  Но  когда  а  доіідетъ  до  Л,  тогда  уголъ  Ьау 
совпадетъ  съ  рапнымъ  ему  ВАУ^  н  прямая  ау  пойдетъ  по  направ¬ 
ленію  АУ\  слѣдовательно,  продолживъ  неопредѣленно  АУ^  она, 
какъ  покрывающая  ау,  вмѣстѣ  съ  нею  встрѣтить  ТХ;  и  такъ, 
линія  ХУ  пересѣкается  съ  7'/,  іі  именно  съ  тон  стороны,  на  ко¬ 
торую  выше  указали.  —  2®  Положимъ,  что  уголъ  ВАУ>  ЗВ2; 
тогда  уголъ  ВАХ,  равный  дополненію  къ  двумъ  н|)ямымъ  въ 
разсужденіи  утла  ВАУ,  будетъ  менѣе  угла  8ВТ,  служащаго  до¬ 
полненіемъ  углу  5В2\  но  какъ  въ  этомъ  предположеніи  внутрен- 
нііі  уголъ  ВхіХ  менѣе  соотвѣтственнаго  ему  5ВТ,  то,  подобно 
предьидущему ,  докажемъ,  что  АХ  пересѣчетъ  ВТ.  Слѣдова¬ 
тельно,  въ  обоихъ  случаяхъ,  согласно  съ  леммою,  ХУ  пересѣ¬ 
кается  съ  Т2уі. 

Съ  перваго  взгляда  доказательство  Г.  Христіана  можетъ 
показаться  довольно  убѣдительнымъ:  но,  при  нѣкоторомъ  вни¬ 
маніи  увидимъ,  что  оно  далёко  не  удовлетворяетъ  требованіямъ 
желаемоіі  строгости.  Въ  самомъ  дѣлѣ,  сужденія  автора  осно¬ 
ваны  на  той  аксіомѣ,  по  видимому  безспорной,  что  прямая  ли¬ 
нія  А,  пересѣкающая  другую  прямую  В,  не  можетъ,  при  извѣст¬ 
номъ  движеніи,  отдѣлиться  отъ  В,  Правда,  въ  подчеркнутыхъ 
нами  мѣстахъ,  Г.  Христіанъ  старается  какъ  бы  оправдать  это 
утвержденіе  тѣмъ,  что  прямая  А  не  можетъ  отдѣлиться  отъ  В 
потому  что  постоянно  имѣетъ  съ  нею  только  одну  общую  точку, 
а  двухъ  имѣть  не  можетъ.  Здѣсь  собственно  и  заключается  не¬ 
точность  сужденія.  И  дѣйствительно,  изъ  того  что  хмы  не  мо¬ 
жемъ  представить  себѣ  отдЬленіе  двухъ  прямыхъ  при  извѣст¬ 
ныхъ  обстоятельствахъ,  не  слѣдуетъ  еще  заключить,  что  такое 
отдѣленіе  невозможно.  Пойдемъ  даже  далѣе:  укажемъ  па  одинъ 
несомнѣнпыіі  случай  разъединенія  двухъ  прямыхъ,  который 
^  представляется  при  обстоятельствахъ,  подобныхъ  разсмотрѣн- 
ф.  37.  иымъ  Г.  Христіаномъ.  Положимъ,  что  къ  прямой  АВ  возстав¬ 
ленъ  пернендику.іяръ  ВО;  представимъ  себѣ  другую,  неопредѣ¬ 
ленную  прямую  линію  АС,  первоначально  совпадающую  съ  на¬ 
правленіемъ  уіВ.  Если  станемъ  обращать  АС  около  точки  А,  при¬ 
нимаемой  за  неподвижную,  отъ  правой  руки  къ  лѣвой,  то  эта 
.ІИ НІЯ  приметъ  послѣдовательно  положенія,  каковы  напримѣръ 
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АС',  ЛС",  АС”'  II  проч.;  ясно,  что  въ  каждомъ  изъ  этихъ  поло- 
жеиііі  опа  будетъ  пересѣкать  перпендикуляръ  ВВ  въ  одной  точкѣ, 
именно  въ  т  при  положеніи  АС\  въ  т  при  АС'\  въ  т"  при  АС^" 
и  проч.  Наконецъ,  въ  то  самое  мгновеніе,  когда  перемѣнный 
уголъ,  составляемый  движущеюся  прямою  АС  съ  неподвижною 
АВ,  достигнетъ  значенія,  равнаго  прямому  углу,  линія  АС  при¬ 
метъ  положеніе  АЕ,  и  очевидно  отдѣлится  отъ  перпендикуляра 
ВВ.  Спрашивается,  какого  рода  было  соотносительное  положе- 
%  іііе  двухъ  прямыхъ  липііі  АС  и  ВВ  в  ь  самое  мгновеніе  ихъ  разъ¬ 
единенія,  или,  иначе,  какъ  могла  исчезнуть  точка  общаго  ихъ 
пересѣченія?  Хотя  мы  и  не  можемъ  отдать  себѣ  яснаго  отчёта 
въ  этомъ  геометрическомъ  Фактѣ,  однакожъ  дѣііствителыіость 
его  тѣмъ  не  менѣе  не  подлежитъ  сомнѣнію.  II  такъ,  двѣ  пря¬ 
мыя  могутъ  отдѣлиться  одна  отъ  другой,  хотя,  въ  продолженіи 
движенія,  имѣли  только  одну  общую  точку.  Въ  слѣдствіе  этихъ 
замѣчанііі,  доказательство  Г.  Христіана  теряетъ  всю  свою  силу, 
и  въ  особенности  если  обратимъ  вниманіе  еще  на  то  обстоятель¬ 
ство,  что  въ  его  способѣ  умствованія  ничто  не  ограничиваетъ  пи 
величины  линіи  аг,  пи  угла  СгВ;  такимъ  образомъ,  возражая  про-  ф.  зо. 
тивъ  него,  скажемъ,  что  длина  аг,  при  поступательномъ  движе¬ 
ніи  точки  а  отъ  Л  къ  А,  можетъ  достигнуть  значенія  произволь¬ 
но  большаго,  а  уголъ  СгВ,  напротивъ  того,  сдѣлаться  произволь¬ 
но  малі>імъ,  и  тогда  будемъ  приведены  къ  случаю,  въ  сущности 
не  разнствующему  отъ  приведеннаго  нами  въ  опроверженіе  до¬ 
казательства  І\  Христіана. 

І9.  ІГрослѣдивъ  со  вниманіемъ  всѣ  изложенные  выше  спо¬ 
собы  доказательства  теоріи  параллельныхъ  лиііііі,  а  равно  и  кри¬ 
тическіе  ихъ  разборы,  можно,  кажется,  основываясь  па  сущно¬ 
сти  этихъ  пріёмовъ,  подвести  ихъ  подъ  слѣдующія  четыре  ка¬ 
тегоріи  : 

а)  Сравненіе  безконечныхъ  пространствъ,  относящихся  или  къ 
у /ламъ,  или  къ  двуугольникамъ.  Въ  6,7  и  13  подробно  раз¬ 
смотрѣны  тѣ  затрудненія,  къ  которымъ  приводить  примѣненіе 
этого  начала.  Доказательства,  основанныя  на  сравненіи  безко¬ 
нечныхъ  пространствъ,  имѣютъ  нетолько  ту  невыгоду,  что  за¬ 
имствуясь  понятіями,  чуждыми  сущности  разсматриваемаго  пред¬ 
мета,  по  своей  безотчётности  не  убѣждаютъ  насъ,  по  іі  подле- 

4 


50 


жатъ  сперхъ  того  возраженіямъ.  II  такъ,  по  смотря  на  кажу¬ 
щуюся  простоту  этого  рода  доказательствъ,  они  едва -ли  могутъ 
білть  допущены  по  своеіі  неопредѣлительностн  и  по  недостатку 
самоіі  строгости. 

b)  Непосредственныя  построенія.  Къ  этому  способу  относит¬ 
ся,  напримѣръ,  предложенное  Лежандромъ  доказательство  те¬ 
оремы  о  суммѣ  трехъ  угловъ  треугольника,  разсмотрѣнное  нами 
въ  11^  12;  придуманное  имъ  построеніе  основано,  какъ  мы  ви¬ 
дѣли,  на  послѣдовательномъ  преобразованіи  даннаго  треуголь-  4 
ника  въ  другіе,  изъ  которыхъ  каждыіі  имѣетъ  съ  первоначаль¬ 
нымъ  одинаковую  сумму  угловъ.  Въ  упоминаемомъ  іі®  объяс¬ 
нено,  почему  это  остроумное  доказательство  лишено  попидимому 
надлежаще!'!  строгости.  —  Выло  сдѣлано  множество  попытокъ, 
основанныхъ  на  способѣ  непосредственныхъ  ностроеніі’і;  но  ни 
одна  изъ  нихъ  не  удовлетворяетъ  условіямъ  геометричсскоіі  точ¬ 
ности. 

c)  Третье  начало,  нача.ю  однородности ^  приводить  различ¬ 
ными  путями  къ  весьма  простымъ  доказательствамъ  теоріи  па¬ 
раллельныхъ  линіи;  оно  состоитъ,  какъ  объяснено  въ  н^  14,  въ 
допущеніи,  что  прпмолнненныи  уюлъ  не  можетъ  привести  нь  прие¬ 
мок  линіи,  опредѣленной  длины.  Это  начало  совершенно  строго,  и  * 
вполнѣ  убѣдительно  для  привыкшихъ  къ  нѣкоторыхмъ  геометри¬ 
ческимъ  соображеніямъ,  относящимся  къ  свойствамъ  кривыхъ 
линііі.  Но,  но  нашему  мнѣнію,  для  начинающихъ  изученіе  Гео¬ 
метріи,  оно  ПС  будетъ  имѣть  достаточно!!  степени  очевидности, 
пока  не  приведемъ  къ  элементарному  виду  понятія  о  парамет¬ 
рахъ  кривыхъ  линій.  Въ  н*^  21  мы  предложимъ  нѣкоторыя  но¬ 
выя  развитія  начала  однородности  съ  цѣлію  сдѣлать  его  болѣе 
доступнымъ  для  начальной  Геометріи. 

(1)  Четвертаго  рода  опыты  доказательства  теоріи  параллель¬ 
ныхъ  линій  основаны  на  понптіи  о  силахъ  и  о  двиэісеніи.  Понятіе 
о  силахъ,  какъ  совершенно  чуждое  Геометріи,  не  должно  быть 
допущено.  Что  же  касается  до  движенія,  разсматриваемаго  един¬ 
ственно  со  стороны  геометрической,  то  изъ  него  нельзя  извлечь 
никакого  новаго  пособія  по  этому  вопросу.  Всѣ  сужденія,  осно¬ 
ванныя  на  цішетмическихъ  соображеніяхъ,  могутъ  быть  всегда 
замѣнены  геометрическими  построеніями,  и  во  всякомъ  с.іучаѣ 
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приведутъ  къ  затрудпепіялп»  точио  такого  рода,  какъ  и  непосред¬ 
ственное  употребленіе  второго  способа,  именно  способа  построеній. 

Мы  уже  имѣли  случай  удостовѣриться  въ  томъ,  что  вся 
теорія  параллельныхъ  линііі  зависитъ  единственно  отъ  одного 
изъ  многочисленныхъ  предложенііі,  относяниіхся  къ  линіямъ 
наклоннымъ,  или  параллельнымъ,  къ  треугольникамъ,  четыре- 
уголыінкамъ  и  проч.  Въ  п®  1  прнведсліо  довольно  значительное 
число  такихъ  основныхъ  или  характеристическихъ  пред.іожепііі. 
Какую  бы  изъ  этихъ  истинъ  не  предприняли  доказать,  всегда 
встрѣчаются  затрудненія,  имѣющія  одно  и  то  же'  начало.  Чаще 
всего  принимаютъ  за  основаніе  теоріи  параллельныхъ  линій  или 
предложеніе  о  встрѣчѣ  наклонной  съ  перпендикуляромъ  у  или  тео¬ 
рему  о  суммѣ  трехъ  уіловъ  треугольника. 

Когда  имѣемъ  въ  виду  доказать  предложеніе  о  встрѣчѣ  на¬ 
клонной  съ  перпендикуляромъ  у  то,  какоіі-бы  пріемъ  не  употреб¬ 
ляли,  всегда  представляется  одно  затрудненіе:  оно  происходитъ 
оттого  что  мы  не  отличаемъ,  явнымъ  образомъ,  наклоинон,  ко¬ 
торая  должна  пересѣкать  перпендикуляръ,  отъ  кривоіі,  обра¬ 
щенной  своею  выпуклостію  къ  этоліу  перпендикуляру,  и  слѣдо¬ 
вательно  не  устраняемъ  возможности,  чтобы  двѣ  линіи,  наклон¬ 
ныя  одна  къ  другой,  не  пересѣкались.  Дѣііствителыіо,  пока  мід 
не  ввели  въ  наши  сужденія  отличительнаго  признака  іірямоік  ли¬ 
ніи,  который  исключалъ  бы  всякое  сходство  наклонііоіі,  по  виду 
ея,  съ  кривою,  обращенною  выпуклоіі  своей  стороиоіі  къ  пер¬ 
пендикуляру,  до  тѣхъ  поръ  не  отрицается  н  возможность,  чтобъ 
положеніе  перпендикуляра  относительно  наклонной  было  сопро¬ 
вождаемо  тѣми  же  обстоятельствами,  какъ  положеніе  ассилнпо- 
ты  относительно  безконечноіі  вѣтви  кривой.  Иъ  этомъ  собственно, 
по  нашему  мнѣнію,  и  заключается  главное  затрудненіе. — Недо¬ 
статочность  обыкновенныхъ  способовъ  обнаруживается  подоб¬ 
нымъ  образомъ,  и  сопровождается  тѣми  же  обстоятельствами, 
когда,  за  исходную  точку  теоріи  параллельныхъ  линій  прини¬ 
маемъ  теорему  о  суммѣ  трехъ  %у?ловъ  треугольника.  Н  пті  самомъ 
дѣлѣ,  въ  сужденіяхъ,  употребляемыхъ  для  доказательства,  что 
сумма  трехъ  угловъ  треугольника  не  можетъ  быть  меньше  двухъ 
прямыхъ  угловъ,  не  иск.іючается  возможность,  но  крайнеіі  мѣрѣ 
явно,  чтобы  три  стороны  треугольника,  или  двѣ,  или  одна  сто- 
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роііа,  имѣла  видъ  дуги  кривой,  обращенной  выпуклостію  своею 
внутрь  треугольника.  Возможность  же  вогнутаго  вида  дуги  устра¬ 
нена  заранѣе,  потому  что  доказываютъ,  со  всею  строгостію,  что 
сумма  трехъ  уг.ювъ  прямолинейнаго  треугольника  не  можетъ 
превыніать  двухъ  прямыхъ  угловъ. 

Открі>івъ  такимъ  образомъ  сущность  постоянно  встрѣчае¬ 
маго  затрудненія,  представляется  вопросъ  о  томъ,  какъ  устра¬ 
нить  его.  Всего  естественнѣе  было  бы,  съ  перваго  пріёма,  исклю¬ 
чить  всякое  возможное  сходство  между  прямою  линіей  и  кривою 
выпуклой,  о  которой  говорено  выше;  но  такое  исключеніе,  при 
средствахъ,  допускаемыхъ  въ  началыіоіі  Геометріи,  врядъ  ли 
исполнимо.  Поэтому,  я  старался  обойти  затрудненіе  другимъ  пу¬ 
темъ.  Въ  каждомъ  изъ  двухъ  слѣдующихъ  за  симъ  опытовъ  но¬ 
вой  теоріи  параллельныхъ  линій,  я  сперва  доказываю  одно  пред¬ 
ложеніе,  справедливость  котораго  не  требуетъ  чтобт»  предвари¬ 
тельно  исключили  кривоіі  видъ  разсматриваемыхъ  линій;  потомъ, 
переходя  извѣстнымъ  образомъ  къ  предѣлу,  выражаю  что  эти 
самыя  линіи,  которыя  не  были  еще  отличены  по  ихъ  своііству, 
стремятся  къ  виду  прямыхъ.  Съ  достиженіемъ  этоіі  цѣли  устра¬ 
няется  и  самое  затрудненіе.  Обозначенный  здѣсь  ходъ  сужденій 
я  старался  по  возможности  объяснить  въ  примѣчаніяхъ^  сопро- 
вождаіопщхъ  изложеніе  каждаго  изъ  двухъ  способовъ. 

Новыя  доказательства  очень  элементарны,  и  не  заключаютъ 
въ  себѣ  никакихъ  особенныхъ  отвлеченностеіі.  Всё  что  гово¬ 
рится  о  прямой,  которая  могла  бы,  іп  аЬяігасіо,  принять  видъ 
выпук.іоіі  кривоіі,  назначено  только  для  математиковъ,  и  можетъ 
быть,  выпущено  начинающими  изученіе  Геометріи.  Опытные 
преподаватели  этоіі  науки  легко  могли  бы  ввести  въ  элементар¬ 
ные  курсы  предлагаемые  способы  при  самыхъ  незначительныхъ 
измѣненіяхъ  въ  слѣдующемъ  за  симъ  изложеніи. 

Ю,  Начнемъ  съ  доказательства  характеристическаго  своіі- 
ства  равноотстоянія  параллельныхъ  линій. 

ІІ|іедлон;еіііе 

Пусть  будутъ  ль  и  ВК  двѣ  параллельныя  прямыя,  перпен¬ 
дикулярныя  къ  основанію  ЛВ,  Если  отъ  точекъ  Л  и  /?,  по  на- 
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правленіямъ  ЛЬ,  ВК,  отложимъ  двѣ  равныя  длины  ЛЛ'=  ВВ\ 
и  соединимъ  съ  В'  прямою  Л' В  у  то  линія  Л'в'  не  можетъ 
быть  менѣе  основанія  ЛВ. 

Доказательство.  На  продолженномъ  неопредѣленно  основа¬ 
ніи  АВ  возьмемъ  ВС  =  СВ  =  ВЕ  =  =  АВ,  Изъ  точекъ  дѣ¬ 

ленія  Су  Ву  Е....  возставизіъ  перпендикуляры,  по  направленію 
которыхъ  отложимъ  длины  СС ,  ВВ\  ЕЕ\...  всѣ  равныя  АА'. 
Соединимъ  потомъ  В  съ  (/,  С  съ  В\  В'  съ  //  и  проч.  Очевид¬ 
но,  что  длины  А  В  у  В  С  у  СВ  у  В  Е будутъ  всѣ  равны  меж¬ 
ду  собоіі.  Пусть  будетъ  с  общая  ихъ  величина,  а  длина  осно¬ 
ванія  АВу  и  Ь  высота  АА'=  ВВ  ==  СС'—  ....  =  ЕЕ' .  Сверхъ  то¬ 
го  положимъ,  что  число  равныхъ  частеіі  А  В,  ВС,  СВ,  ВЕ..., 
есть  т.  По  свойству  прямой  линіи  длина  АЕ  будетъ  короче  ло¬ 
маной  линіи  АА' в' в' Е! Е\  слѣдовательно 

АА'-і-  А'в'~^  //(/-г-  С  В'^  в' Е  -^  е  е  >  А  Е, 

и  какъ 

АА'=  ее  =  Ьу  В'С^=  С'В'=  ....  =  Су  АЕ=  та. 


то  и  получимъ 
откуда 


26  тс  >  та, 


а  — 


26 


Это  иеравенство  показываетъ  очевиднымъ  образомъ,  что 
предположеніе  с<^а  допущено  быть  не  можетъ;  дѣйствительно, 
еслибь  утверждали,  что  с  =  а  —  В,  разумѣя  подъ  В  избытокч. 
величины  а  предъ  с,  то  оказалось  бы 


26 

а  —  В^  а - , 

ш 


или 


1^< 


26 


Послѣднее  неравенство  невозможно,  потому  что  т  число  произ¬ 
вольно  большое,  въ  слѣдствіе  чего  дробь  ,  имѣющая  иосто- 
янный  числитель,  можетъ  быть  сдѣлана  менѣе  всякоіі  ощути¬ 
тельной  величины.  И  такъ,  прямая  .!  />'=  с  ие  можетъ  быть 
меиѣе  осиоваиія  АВ  =  а. 
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Ф.  38.  Лемма.  Если  изъ  точки  Аі  опустимъ  на  ЫІ  перпендикуляръ 
то  и  этотъ  перпендикуляръ  Л  Р  не  можетъ  быть  меньше 
основанія  ЛД. 

^ітобъ  доказать  это  свойство,  примемъ  въ  разсмотрѣніе  ту 
часть  фгауры  38у  которая  заключаетъ  въ  себѣ  перпендикуляръ 
^  а! Р.  Обративъ  четыреугольникъ  ЛИВ  Л'  около  стороны  его  ЛЛ\ 

ф.  зч]  получимъ  Фигуру  5Дв  Г;  перпендикуляръ  Л'Д  приметъ  поло¬ 
женіе  Л  Р\  при  чемъ  Р'8  =  РВ.  ^Замѣтимъ,  что  линія  Л  Р,  какъ 
перпендикулярная  къ  ВВ\  короче  линіи  Л  Л,  имѣюіцеіі,  по 
предположенію,  наклонное  положеніе  въ  разсужденіи  ВВ'.  Чтобъ 
показать  теперь,  что  перпендикуляръ  Л  Р  не  можетъ  быть  мень¬ 
ше  основанія  ЛД  =  а,  соединимъ  точки  Р  и  Р'  прямою  РР ;  въ 
силу  предложенія  1-го  заключаемъ  непосредственно,  что  дли¬ 
на  РР'  не  можетъ  быть  меньше  линіи  В8  =  2а,  принимаемой 
за  основаніе  двухъ  параллельныхъ  ВВ'  и  Но,  съ  другой 
стороны,  ломаная  линія  Р'Л'-і- Л'Р>Р'Р,  то  есть  2Л'Р^  Р'Р, 

или  Л'Р>  наконецъ,  такъ  какъ  Р'Р  не  можетъ  быть  ме- 
иѣе  2а,  то  и  перпендикуляръ  Л  Р  не  будетъ  менѣе  —  =  а,  то 

есть  основанія  ЛВ  двухъ  параллельныхъ  линіи  ЛЛ^  и  ВВ\ 

•К  39.  Слѣдствіе.  Всякая  прямая  линія  13/,  ограниченная  двумя 
параллельными  линіями  ВВ ,  не  можетъ  быть  меньше  ихъ 
основанія  ВЬ\  ибо  опа  длиннѣе  перпендикуляра  ^N,  опушенна¬ 
го  изъ  точки  Ь  на  линію  ЛТ,  который  самъ  не  можетъ  быть  ко¬ 
роче  В8. 

Примѣчаніе.  Доказанное  предложеніе  1-ое  въ  сущности 
не  отличается  отъ  теоремы,  въ  слѣдствіе  которой  сумма  трехъ 
угловъ  треугольника  не  моѵкегъ  превышать  двухъ  прямыхъ  уг¬ 
ловъ.  Доказательство  этого  своіістиа,  какъ  извѣстно,  не  подле¬ 
житъ  никакому  затрудненію.  Переходимъ  теперь  ко  второму 
предложенію,  которое,  въ  какомъ  бы  видѣ  его  не  представля¬ 
ли,  всегда  подавало  поводъ  къ  справедливымъ  возраженіямъ. 

ІІ|іедлоа;еиіе  3"^. 

ІИ.  Пусть  будутъ,  какь  выше,  Л  В  и  В  К  двѣ  прямыя  параллель- 
Ф.  40.  ныя^  а  ЛВ=-а  ихъ  основаніе.  11а  продолженной  .іиніи  ЛВ  от¬ 
кладываемъ  части  73С,  СП,  ПУі. ...  равныя  ЛВ\  означимъ  чрезъ 
т  число  этихъ  дѣленій.  Далѣе,  возьмемъ  на  прямой  АЬ  длину 
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^  II  1131,  краі’шеи  точки  Е  возставимъ  къ  ЛЕ  перпендику¬ 

ляръ  ЕЕ=  АЛ'=Ь.  Соединимъ  потомъ  крайнія  точки  Л  п  Е 
прямою  А'Е\  Если  изъ  промежуточныхъ  точекъ  С,  В....  воз¬ 
ставимъ  перпендикуляры  кь  АЕ,  то  они  пересіжутъ  линію  А  Е^ 
въ  нѣкоторыхъ  точкахъ  (/ ,  В....  Такимъ  ооразомъ  линія  АЕ 
раздѣлится  на  ш  частей  Л7/,  В'Е\  которыя,  при  рѣ¬ 

шеніи  вопроса  въ  самомъ  общемъ  смыслѣ,  очевидно  нельзя  при¬ 
нимать  равными  между  собой.  Пусть  будетъ 

Л7/=с,,  //(/=С2,  б'Х)'=Сз....  В'Е  —  с„,. 

Иа  такомъ  основаніи  утверждаемъ,  что  между  длинами  с^,  1*2, 
С3...  с„,  найдется  но  крайней  мѣрѣ  одна,  величина  которой,  при 
возрастающихъ  значеніяхъ  числа  т,  будетъ  приближаться  по 
произволенію  къ  длинѣ  основанія  а, 

Доказате^НэСтво.  Такъ  какъ  линія  А  Е  прямая,  то  длина  ея 
будетъ  менѣе  суммы  трехъ  прямыхъ  АА-^АЕ~і-ЕЕ,  СлЬдо- 
вателыіо 

с,-і-  С2-*-  С3-1- та  26. 

'Ітобы  вести  доказательство  въ  самомъ  общемъ  предположе¬ 
ніи,  должно  допустить,  что  длины  С|,  С2»  С3....  могутъ  быть 
всѣ  неравныя  между  собой,  считая  ихъ  отъ  одной  изь  край¬ 
нихъ  точекъ  л'  или  Е'  до  средины  прямой  АЕ;  что  нѣкото¬ 
рыя  изъ  нихъ  неравны  между  собой,  и  3®  что  всѣ  эти  части 
равны.  Мы  можемъ  зак.іючить  эти  три  случая  въ  одинъ,  изобра¬ 
зивъ  чрезъ  с  наименьшую  изъ  частей  с^,  Сз,  С3....  когда  онѣ 
не  всѣ  равны  между  собой,  и  удержавъ  то  же  самое  означеніе 
с  для  общей  величины  этихъ  частеіі  въ  случаѣ  ихъ  равенства. 

.  Замѣнимъ,  въ  предъидущем'ь  неравенствѣ»,  каждую  изъ  ча¬ 
стей  с,,  Сз,  Сз _ наименьшею  изъ  ннхъ  с;  получимъ 

тс  ^  Сі-*-  Сз-і-  С3-Н . . . .  -н  , 


и  с^іѣдовательно  также 


откуда 


тс  <піа-^2Ь, 


;  <Са 


т 


Вспомнимъ  теперь,  что  въ  силу  слѣдствія  і-го  преддоженіЯі 
с  не  можетъ  быть  менѣе  а;  слѣдовательно  величина  с,  наимень- 
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шая  пзъ  частеіі  А'В\  //(/,  С'В' . С'Ь"', 

кліочаться  между  двумя  предѣлами 


а  и 


26 

т 


будетъ  постояішо  за- 


Съ  другой  этороны,  такъ  какъ  при  неопредѣленномъ  увеличе¬ 
ніи  числа  т,  дробь  ~  иеопредѣ.іеііно  приближается  къ  нулю, 

то  н  слѣдуетъ  заключить,  что  необходимо  существуетъ  величи¬ 
на  с,  по  произволенію  близкая  къ  а,  такъ  что  можно  принять 
въ  строгомъ  смыслѣ  с  =■  а.  Отсылаемъ  читателеіі  къ  болѣе  по¬ 
дробнымъ  развитіямъ  относительно  этого  заключенія,  помѣщен¬ 
нымъ  въ  примѣчаніи,  въ  концѣ  п®  20. 

Такимъ  образомъ  доказано  существованіе  нѣкоторой  пря- 
моіі,  примыкающей  къ  двумъ  разсматриваемымъ  параллельнымъ 
линіямъ,  и  длина  которой  равна  ихъ  основанію.  Покажемъ  те¬ 
перь,  что  основываясь  на  равенствѣ  с  — а,  можно  очень  просто 
доказать  свойство  равноотстоянія  параллельныхъ  линій. 

Пусть  будетъ  ЛВ  =  а  основаніе  двухъ  разсматриваемыхъ 
параллельныхъ  линій  Аі  и  ВК,  а  СО  =  с  =  а  наименьшая  изъ 
частей  с,,  Сэ....  с„,  о  которыхъ  говорено  выше.  Если  изъ 

точки  С  опустимъ  перпендикуляръ  СР  на  линію  ВК,  то  этотъ 
перпендикуляръ,  въ  силу  леммы  1-го  предложенія,  не  можетъ 
быть  меньше  о;  но  какъ  СО  =  с  =  а,  то  и  нельзя  предположить, 
чтобы  линія  СО  имѣла  наклонное  но.іоженіс  относительно  ВК; 
въ  самомъ  д Іілѣ,  въ  противномъ  случаѣ  получили  бы  СО  >  СР, 
или  СР,  что  несправедливо  по  тоіі  причинѣ,  что  прямая  СР 
не  моя;етъ  быть  менѣе  основанія  а.  Слѣдовательно  СО  совпа¬ 
даетъ  съ  СР,  почему  СР  =  а,  н  уголъ  ВОС  будетъ  нрямоіі. 
Такъ  же  легко  показать,  что  и  уголъ  ЛСО  или  ЛСР  прямой;  іі 
лѣііствителыіо,  еслибъ  от.  не  был  ь  прямымъ,  то  можно  бы 
было  изъ  точки  Р  опустить  перпендикуляръ  Р^  на  линію  АС; 
тогда  надлежало  бы  допустить,  что  прямая  РС,  равная  а,  какь 
наклонная  къ  АС,  болѣе  Р^,  почему  Р^<С.РС  или  Р^<С.а,  что 
опять  невозможно  въ  силу  прежнеіі  леммы.  И  такъ,  Р^  совпа¬ 
даетъ  съ  РС,  и  мы  получимъ  прямую  СР,  которая  будетъ  въ 
одно  время  нсрпендііку.іярна  къ  обѣимъ  парал.іельнымъ  линіямъ 
АС,  ВК,  н,  сверхъ  того,  будетъ  равна  основанію  ЛВ,  Очевидно 
впрочемъ,  что  имѣемъ  также  АС  =  ВР. 
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Пос.іѣ  сказаииаго,  легко  показать,  что  всякая  линія  5Т  со- 

’  <і>.  42. 

еднііяюіцая  точки  л  и  Г,  взятыя  па  равныхъ  разстояніяхъ 
Л5  =  ВТ  отъ  Л  и  В,  будетъ  равна  оспованііо  АВ.  Такъ  какъ  по 
предположенію  СР=  а,  и  притомъ  углы  при  С  и  Р  прямые,  то 
можно  провести  вторую  линію  С'Р',  удовлетворяющую  тѣмъ  же 
условіямъ,  и  проходящую  чрезъ  такія  точки  и  Р',  для  кото¬ 
рыхъ  СС'=АС,  РР'=ВР.  Совершенно  такимъ  же  образомъ 
получимъ  третью  линію  С Р",  равную  АВ  или  а;  углы  при  и 
/^"будутъ  прямые,  а  разстоянія  АС",  ВР" отъ  основанія  АВ  втрое 
болѣе  линіи  АС  =  ВР.  Надлежащее  число  повтореніи  этого  са¬ 
маго  построенія  приведетъ  пасъ  наконецъ  до  такоіі  линіи  А'В', 
которая  перейдетъ  за  данную  прямую  ЗТ;  эта  линія  будетъ 
перпенднкулярпа  къ  обѣнліъ  параллельнымъ  АЬ  и  ВК,  а  длина 

ея  равна  основанію  =  а.  Такимъ  образомъ  получится  пня- 

•  л.  пі. 

моуголыіикъ  АВА  В,  въ  которомъ  каждыя  двѣ  нротивополож- Ф.  43. 
ныя  стороны  будутъ  взаимно  равны.  Надобно  показать  1®  что 
линія  ЗТ  состав.іяетъ  прямые  углы  съ  каждою  изъ  параллель¬ 
ныхъ  АА'  и  ВВ',  и  2*  что  эта  линія  ЗТ  равна  основанію  АВ. 

Отрицая  перпендикулярность  ЗТ  къ  АА'  и  ВВ',  должно  до¬ 
пустить  другіе  перпендикуляры  къ  ЗТ,  какъ  напримѣръ  и 
ВВ'.  Эти  два  перпендикуляра  необходимо  должны  встрѣтить  и.ш 
основаніе  АВ,  или  линію  А'В'  внутри  пространства,  заключаю¬ 
щагося  между  двумя  разсматриваемыми  параллельными.  Пусть 
будутъ  О  и  В  точки  встрѣчи.  Такнм  ь  образомъ  получимъ  двѣ 
новыя  параллельныя  линіи  30  и  ТВ,  имѣющія  основаніемъ  пря¬ 
мую  ЗТ,  ибо  углы  ОЗТ  и  ВТЗ  оба  прямые  по  предпо.іоженію. 

По  выше  было  доказано,  что  линія  ()/{  не  можетъ  быть  менѣе 
основанія  ЗТ;  слѣдовате.іыіо  прямая  ОВ  будетъ  бо.іѣе,  или  раз- 
віі  только  равна  ЗТ,  почему  и  получится  условіе 

ОВ  >  ЗТ. 

Съ  другоіі  же  стороны,  разсматривая  прямую  ЗТ  какъ  принад¬ 
лежащую  системѣ  двухъ  нара.ілелыіыхъ  линііі  .ІЛ*  и  ВВ',  имѣ¬ 
ющихъ  осиованіемь  своимъ  АВ,  должны  имѣть 

ЗТ>АВ, 


ОН  ^  ЛВ. 


И  слѣдовательно 
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По  какъ  построеніе  пбказываетъ,  что  прямая  рН  не  можетъ 
быть  болѣе  АН,  то  и  слѣдуетъ  заключить,  что  ^I{  =  АН,  или, 
иначе,  что  углы  А5Т  и  НТЗ  оба  прямые.  Равенство  5Т  =  АВ 
есть  уже  необходимое  слѣдствіе  сказаннаго.  Дѣііствительно, 
принявъ  сперва  АН  за  основаніе  пара.ілелыіыхъ  линіи  АА'  и 
НН',  пОѵіучимъ 

5Т>АН; 

съ  другоіі  стороны,  наблюдая,  что  ЗТ  есть  основаніе  параллель- 
ыыхъ  5А  и  ТВ^  заключимъ,  что 

ЛВ>8Т. 

Сличеніе  ііослѣдиихъ*  двухъ  иеравенствъ  ведетъ  прямо  къ  слѣд¬ 
ствію  Л  Г  =  ЛЛ,  выражающему  отличительное  свойство  равііо- 
отстояиія  линіи  параллельиыхъ,  которое  мы  и  имѣѵін  въ  виду 
доказать. 

Примѣчаніе.  Приведемъ  теперь  нѣкоторыя  соображенія  для 
подтвержденія  сказаннаго  въ  іірсдъіідуіцемъ  п®  18  о  томъ,  что 
въ  употребляемыхъ  сужденіяхъ  не  отличаютъ  вообще  характе¬ 
ристическими  признаками  ирнмой  линіи  отъ  выпуклой  кривой. 
Обратимся  съ  этою  цѣлію  къ  фигурѣ  40-и  предложенія  2-го. 
Паше  сужденіе  основывалось  на  томъ,  что  линія  Л^Е  короче 
длины  А  Лч~ЛЕч~  ЕЕ  ;  но,  ни  въ  одномъ  изъ  умозаключенііі, 
ведущихъ  къ  доказательству  2-го  предложенія,  мы  не  выра¬ 
зили,  явнымъ  образомъ,  что  эта  линія  Л' Е'  неіірезіѣнно  прямая. 
Всякая  крива Яу  выпуклая  вб  отиошеиіи  кб  ЛЕ,  какъ  напримѣръ 
А  РЕ  у  А  ^Е или  даже  ломаная  выпуклая  линія  А' НЕ  у  удов¬ 
летворяетъ  тому  условію,  что  она  короче  объемлющей  ее  линіи, 
длина  котороіі  выражается  суммою  А'Л-^ЛЕ-^  ЕЕ .  О  вогну¬ 
тыхъ  кривыхъ,  каковы  А' Р Е\  А!(^ Ё ,,,, у  или  о  ломаной  вогнутой 
АНЕ,  того  уже  нельзя  сказать  вообще,  потому  что  длина  раз¬ 
сматриваемой  линіи  могла  бы  быть  болѣе  суммы  А' А-~\-АЕ-^ЕЁ. 
Ч'акимъ  образомъ,  по  самому  свойству  сужденія,  всякое  сходство 
ііря.мой  съ  вогнутымъ  видомъ  кривой  было  устранено.  Слѣдова¬ 
тельно,  предложеніе  2-е  справедливо  не  только  для  прямой 
А  Е ,  но  и  для  всякой  выпуклой  кривой,  а  равной  выпуклой  ло- 
маноіі  линіи,  соединяющей  точки  А^  и  Е'.  Въ  дальнѣйшихъ 
только  сужденіяхъ,  именно  при  переходѣ  къ  предѣлу,  мы  окон¬ 
чательно  отличили  прямую  линію  отъ  выпуклой  кривой,  чтй  и 
объяснено  подробно  въ  концѣ  слѣдующаго  п®  20. 

во.  ІІерходимъ  теперь  къ  доказательству  теоремы  о  сум¬ 
мѣ  трехъ  угловъ  треугольпика. 


Предложеиіе  А. 


Сумма  трехъ  угловъ  прямоугольнаго  треугольника  не  мо¬ 
жетъ  быть  больше  двухъ  прямыхъ  угловъ. 

Доказательство.  Можно  доказать  это  предложеніе  непосред¬ 
ственно»  какъ  напрнм'Ьръ  сд'Ьлалъ  .Лежандръ  въ  мемуарЛ.»  на 
который  мы  ссылались  уже  нѣсколько  разъ  (стр.  369).  Еше 
проще  достигнемъ  тон  же  цѣли,  основываясь  на  слѣдствіи  ^ 
предъидущаго  н®  19.  Дѣйствительно,  пусть  будетъ  АВС  данный  <і> 
прямоугольный  треугольникъ;  возставимъ  изъ  Л  перпендику¬ 
ляръ  АС  къ  АВ,  и  проведемъ  линію  АВ'=  ВС  такъ,  чтобы 
уголъ  в' АС  былъ  равенъ  углу  АСВ.  Если  допустимъ,  что  сум¬ 
ма  трехъ  угловъ  даннаго  треугольника  болѣе  двухъ  прямыхъ 
угловъ,  то  линія  АВ’  будетъ  очевидно  находиться,  какъ  озна¬ 
чено  на  чертежѣ,  внѣ  пространства  двуугольника  САВК.  Соеди¬ 
нивъ  в'  съ  С,  получимъ  треугольникъ  СВ  А,  равный  треуголь¬ 
нику  АВС,  ибо  каждый  изъ  нихъ  имѣетъ  по  равному  углу,  за¬ 
ключающемуся  между  двумя  взаимно  равными  сторонами.  Рав¬ 
ныя  стороны  будутъ  гипотенуза  АС  и  катетъ  АВ  =  ВС',  слѣдо¬ 
вательно  и  третья  сторона  В  С  =  АВ.  Но  мы  знаемъ,  что  линія 
ВС,  примыкающая  къ  двумъ  параллельнымъ  Аі  и  ВК,  не  мо¬ 
жетъ  быть  мепѣе  основанія  АВ  (слѣдствіе  н®  19);  поэтому 

ВС>АВ; 

съ  друі'оіі  стороны  имѣемъ  по  строенію 

В' О  ВС, 

и  слѣдовательно 

В'ОАВ, 

что  протнворѣчнтъ  ус.іовію  в  с  =  АВ,  И  такъ,  сумма  трехъ 
угловъ  прямоугольнаго  треугольника  не  можетъ  превышать 
двухъ  прямыхъ  угловъ. 

Слѣдствіе.  Очень  легко  удостовѣриться,  что  доказанное  пред¬ 
ложеніе  справедливо  и  для  какого  ни  есть  треуголыіпка.  Дѣй¬ 
ствительно,  если  изъ  вершины  С  даннаго  треугольника  АВС 
опустимъ  перпендикуляръ  СВ  на  сторону  АВ,  то  получимъ  два 
треугольника  АСВ  и  ВСВ,  прямоугольные  при  В.  Изобразивъ 


III. 

.45. 
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чрезъ  (1  прямоіі  уголъ,  иаіідется,  въ  силу  доказаннаго  сеіі-часъ 
предложенія, 

а  и- в  н- сі  ^  2сі  11  Ь  -4- 1' -4-  (1  2(/. 

Сумма  этихъ  двухъ  неравенствъ  доставитъ 

что  и  слѣдовало  доказать. 


Предлошеіііс  В. 

Можно  построить  такой  треугольникъ,  въ  которомъ  сумма 
угловъ  будетъ  по  произволенію  мало  разнствовать  отъ  двухъ 
прямыхъ  угловъ. 

47.  Доказательство-  Изъ  точки  В  произвольной  прямоіі  Л  В  воз¬ 
ставимъ  неопрсдѣлеипый  перпендикуляръ  ВК.  Положимъ,  что 
на^этой  линіи  Вк  взяли  какое  ни  есть  число  т  точекъ  (7,  6^,  (/' 
С  ....  па  равныхъ  или  неравныхъ  между  собою  разстояніяхъ. 
Если  соединимъ  С,  С',  сь  точкою  Л,  то  получимъ  т 

треугольниковъ 

ЛВС,  ЛСС\  АС^С; 

Означимъ  чрезъ  5,  сумму  трехъ  угловъ  перваго  треугольника 
ЛВС,  чрезъ  ^2  ту  же  сумму  въ  разсужденіи  втораго  треугольни¬ 
ка  лес  ,  и  такъ  далѣе  до  послѣдняго,  положимъ  ЛС'с  '^^  для 
котораго  сумма  угловъ  изобразится  чрезъ  8„^.  Сверхъ  того,  пусть 
будутъ  а  и  с  острые  углы  треугольника  ЛВС  '\  вмѣщающаго  въ 
ссбѣ  всѣ  составные  треуголыіики,  а  (I  прямоіі  уголъ  при  В;  для 
полной  суммы  угловъ  всѣхъ  ш  треуго.іыіиковъ  получимъ  вы¬ 
раженіе 


5,  н-  «2  -4-  - -н  =  (т  —  1 ).  2(і  -н  -ь-  а  с; 

*у'^*ѵ!*  относится  къ  промежуточнымъ  точкамъ  С, 

С,  С  ....,  число  которыхъ  равно  т —  1.  Дѣйствительно,  такъ 
какъ  каждая  изъ  точекъ  С,  (7,  С' —  означаетъ  общую  вершину 
двухъ  смежныхъ  угловъ,  принадлежащихъ  двумъ  соирикосно- 
веннымъ  между  собой  треугольникамъ,  то  удвоенныіі  прямой 
уголъ  повторится  т — 1  разъ. 

Дадимъ  предьидущему  уравненію  видъ 

5,  52-Т-.Ѵ3-І-  . , , .  =  Ъпй  —  {(1  —  а  —  с). 


и  замѣтимъ,  что  разность  й  —  а  —  с,  которую  означимъ  чрезъ  6, 
изобразить  уголъ,  закліочаіощіііся  между  нулемъ  и  прямымъ  у?-- 
ломъ.  Послѣднее  утвержденіе  есть  непосредственное  слѣдствіе 
предложенія  А,  въ  силу  котораго  сумма  а-і-с  не  превышаетъ 
прямаго  угла.  И  такъ 

Я|  -4-  ^2  Н-  «^3  ....  2тсІ  —  6 , 


при  условіяхъ 


Ь^о  \\  Ь<С.(і.  , 


Теперь  представляются  два  предположенія  относительно  ве¬ 
личинъ  5,,  % _ «сѣ  онѣ  равны  между  собою,  или 

не  всѣ,  включая  во  второе  предположеніе  и  тотъ  случаіі,  когда 
количества  5|,  5-2,  53...  .всѣ  различны.  Въ  первомъ  предположе¬ 
ніи  доказываемъ  непосредственно,  что  сумма  трехъ  угловъ  каж¬ 
даго  изъ  разсматриваемыхъ  треугольниковъ  равна  двумъ  пря¬ 
мымъ  угламъ.  Дѣйствительно,  пусть  будетъ  5  общее  значеніе 
величинъ  5,,  52,  55 ... .  5^;  получимъ 

1718  =  2т(1  —  Ь  или  $  =  2(1  —  -. 

Если  возьмемъ  теперь,  въ  томъ  же  треугольникѣ  АВС^'\  новую 
точку  О  между  В  и  С  ",  то,  по  соединеніи  ея  съ  Л  прямою  АО, 
получимъ,  вмѣсто  прежнихъ  т,  ш-і-  1  составныхъ  треугольни¬ 
ковъ.  Такъ  какъ  8  и  6  не  перемѣнились,  то  наіідется  какъ  выше 


но  эта  величина  для  8  несовмѣстна  съ  предъидущею 


развѣ  только  Ь  обратится  въ  нуль.  Слѣдовательно  8  =  что  и 
имѣли  въ  виду  показать. 

Разсмотримъ  теперь  второе  предположеніе.  Если  между  ве¬ 
личинами  8,,  82,  83....  8^  найдутся  неравныя,  то  означимъ  чрезъ 
8  наибольшую  изъ  нихъ.  Тогда  очевидно  будетъ 

т8  >  5,  Н-  82  -Н  83  “Н  .  .  .  .  Н-  8^, 

и  поэтому 

7718 >>  2тсІ  —  6, 


^  *п 


откуда 


—  62  — 


Но  какъ  т>  силу  предложевія  А  сумма  «  трехд.  угловъ  тре¬ 
угольника  не  можетъ  превышать  двухъ  прямыхъ  угловъ,  то  и 
заключаемъ,  что  эта  сумма  «  будетъ  заключаться  между  пре¬ 
дѣлами  2(1  и  2А  —  — ,  такъ  что 

«<2й  іі  «>2^  — 

^  7Л 


Замѣтимъ  теперь,  что  при  неопредѣленномъ  увеличеніи  чи¬ 
сла  т,  дробь  -  будетъ  неопредѣленно  уменьшаться,  ибо  числи¬ 
тель  ея  Ь  есть  величина  или  постоянная,  или  перемѣнная,  по  во 
всякомъ  случаѣ  не  превышающая  прямаго  угла  сі.  И  такъ,  —  мо¬ 
жетъ  быть  сдѣлано  мепѣе  всякой  данной  величины,  изъ  чего  и 
заключаемъ,  что  непремѣнно  существуетъ  такой  треугольникъ, 
въ  которомъ  сумма  угловъ  разнствуетъ  отъ  двухъ  прямыхъ  какъ 
угодно  мало.  Слѣдовательно,  переходя  къ  предѣлу,  получимъ 
5  =  2й,  въ  чёмъ  11  состоитъ  предложеніе  В. 


л.  ІИ. 
Ф.  48. 


і-е  Примъчаніѳ.  Предложеніе  В  можно  доказать  разнообраз¬ 
ными  пріёмами,  основанными  па  употребленномъ  сеіі-часъ  на¬ 
чалѣ.  Такъ,  напримѣръ,  достигаемъ  цѣли  разлагая  какой  ніі 
есть  треугольникъ  АВС  на  2"*  составныхъ  троуголыіиковъ  слѣ 
дуюпцімъ  образомъ:  опускаемъ  послѣдовательно  сперва  одииб  пер¬ 
пендикуляръ  СВ  на  Л/У,  потомъ  два  перпендикулирсТ  ВЕ  и  ВЕ 
на  СВ  и  АС,  далѣе,  четыре  перпендикуляра  ЕО,  ЕІ,  ЕВ  и  Е^  на 
СВ,  ВВ,  СВ  и  АВ,  и  проч.;  при  такомъ  построеніи  число  пер¬ 
пендикуляровъ  будетъ  очевидно  увеличиваться  въ  удвоенномъ  со¬ 
держаніи.  Если  означимъ  чрезъ  5  сумму  угловъ  того  треуголь¬ 
ника,  для  котораго  опа  имѣетъ  наиббльшее  значеніе,  а  чрезъ  I 
сумму  А-ѵ-В ^  С  угловъ  первоначальнаго  треугольника,  то  по¬ 
лучимъ 


откуда 


8^2(1  — 


2(1  —  1 
2ш  ’ 


а  изъ  этого  неравенства  выведемъ  уже  очень  просто  то  же  са¬ 
мое  заключеніе  какъ  и  выше. 

Разсматриваніе  ряда  треугольниковъ,  построенныхъ  между 
двумя  параллельными  линіями,  привело  бы  насъ  къ  тому  же  са¬ 
мому  результату. 

2-е  Примѣчаніе.  Замѣтимъ  п  здѣсь,  какъ  уже  объяснено  по 
поводу  2-го  предложенія  (п°19),  что  въ  доказательствѣ  пред- 
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ложеіііл  В  мы  по  выразили  условія,  по  которому  бы  линіи  АС, 
ЛС\  47)  были  непремѣнно  прямыя.  Основное  урав¬ 

неніе 

«1  ч-  5^  ч-  «3  ч- . . . .  ч-  =  ЪпА  —  Ь 

будетъ  справедливо  п  въ  томъ  случаѣ,  когда  замѣнимъ  прямыя 
АС,  АС\  какими  ни  есть  кривыми  линіями,  выпуклы¬ 

ми  или  вогнутыми  въ  отношеніи  къ  АВ,  и  образующими  рядъ 
соприкосновенныхъ  треугольниковъ,  не  переступающихъ  одинъ 
за  другой.  Возможность  криволинейнаго  вида  сторонъ  треуголь¬ 
никовъ  мы  устранили  уже  послѣ,  именно  когда  ііерепіли  къ  пре¬ 
дѣлу,  и  приняли  въ  соображеніе  т6  условіе,  что  сумма  угловъ 
прямолинейнаго  треугольника  не  можетъ  превышать  двухъ  пря¬ 
мыхъ  угловъ.  Этимъ  самымъ  мы  выразили  настоящія  требованія 
вопроса. 

Па  осііова!ііи  предложенія  В  очень  легко  уже  доказать 
теорему  о  суммѣ  угловъ  какого  пи  есть  треугольника.  Можно 
употребить  или  способъ  Лежандра*),  или  слѣдующій,  кото¬ 
рый,  кажется,  еще  преніе.  ^ 

Положимъ,  что  ЛВС  означаетъ  именно  тотъ  треугольникъ, 
въ  которомъ  сумма  угловъ  равна  двумъ  прямымъ  угламъ.  Если 
изъ  вершины  его  С  опустимъ  перпендикуляръ  СО  на  АП,  то 
каждый  изъ  двухъ  прямоугольныхъ  треугольниковъ  АОС  и 
вое  будетъ  также  пользоваться  тѣмъ  же  самымъ  свойствомъ 
относительно  суммы  угловъ.  Дѣйствительно,  такъ  какъ  въ  силу 
предложенія  А  имѣемъ 

ач-еч-(і^2й  и  Ь ч- /"ч- 2сІ, 

или 

й  ч-  6  і  \\  Ъ  ч-  ( й , 
то  сложивъ  эти  два  неравенства  получимъ 
а  ч-  с  ч-  ^  2й. 

Но,  по  самому  предположенію,  ач-сч-/’ч-Ь  =  2(І;  слѣдова¬ 
тельно,  въ  предъидушихъ  неравенствахъ  надлежитъ  допустить 
знакъ  =,  почему  и  будетъ 

ач-вч-^  =  2й  и  Ь -н /’ч- (I  =  2с/. 

Такимъ  образомъ  удостовѣряемся  въ  существованіи  прямо- 

*)  Смог,  въ  упомянутомъ  выше  мему  арѣ  Лежандра  стр.  Зі5. 


.  III. 
>.  46. 
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у?ольншо  шреуюльшпш  ^  въ  которомъ  сумма  трехъ  угловъ  равна 
двумъ  прямыдіъ  угламъ. 

Докажемъ  теперь,  что  сумма  угловъ  прямоугольнаю  равно- 
бедреннаю  треу7ольтта ,  съ  сторонами  произвольно  большими, 
равна  также  двумъ  прямымъ  угламъ, 
ф.  49!  Пусть  будетъ  ЛВС  тотъ  прямоугольный  треугольникъ, 
въ  которомъ  сумма  угловъ  равна  двумъ  прямымъ  угламъ.  До¬ 
пустимъ,  что  АВ  есть  меньшая  сторона  треугольника;  отло¬ 
жимъ  ВЕ=АВ^  н  соединимъ  А  съ  Е  прямою  АЕ.  Такимъ 
образомъ  получимъ  равнобедренный  прямоуголыіыіі  треуголь¬ 
никъ  ЛЕВ,  въ  которомъ  острые  углы  при  А  и  Е  равны  между 
собоіі.  Докажемъ,  что  сумма  этпхъ  двухъ  угловъ  равна  углу 
прямому,  и  что  слѣдовательно  каждый  изъ  нихъ  имѣетъ  мѣрою 
половину  прямого  угла.  Съ  этою  цѣлію  разсмотримъ  треуголь¬ 
никъ  АСЕ;  такъ  какъ  сумма  трехъ  угловъ  его  а  —  е,  с,  _ е 

не  можетъ  быть  больше  двухъ  прямыхъ  угловъ,  то  получимъ 

а  —  е  с  -і-  2й  —  е  < 

или 


Съ  другой  стороны,  имѣемъ  по  предположенію 


с/  =  а  “Ь  с; 

слѣдовательно 

б^2е. 

По  сумма  2е  двухъ  угловъ  при  А  и  Е  треугольника  АВЕ  не 
можетъ  быть  болѣе  прямого  угла,  почему  необходимо  допустить 
равенство  (і  =  2с,  или  е=  }уСІ,  Такимъ  образомъ  доказано  су- 
піествованіе  равнобедренная  прямоу?ольна?о  трсу^ольтиш  АВЕ, 
въ  которомъ  сумма  угловъ  равна  двумъ  прямымъ  уг.іамь. 

Теперь  уже^ легко  построить  равнобедренныіі  і>|)ямоуголь- 
ііыіі  треугольникъ,  произвольнаго  размѣра,  пользу  юіціііся  тѣмъ 
же  свойствомъ  относительно  суммы  угловъ,  какъ  и  первона- 
л.  III.  м«тлыіыіі  АВЕ.  Ооратимъ  треугольникъ  АВЕ  около  стороны 
его  ЕВ;  получимъ  новыіі  равнобедренныіі  прямоугольный 
треугольникъ  АЕА  ,  вдвое  большій  прежняго.  Обративъ  тре- 
}го.іыіикъ  АЕА  около  стороны  его  А  Е,  составимъ  треуголь- 
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никъ  і4Л'Л^,  вдвое  ббльшііі  треугольника  ЛЕЛ\  и  слѣдовательно 
вчетверо  большій  первоначальнаго  ЛЕВ,  Этотъ  треугольникъ 
подобно  предъидуіцимъ ,  будетъ  равнобедренный  и 
прямоугольны!!  при  сумма  угловъ  его  равна  также  двумъ 
прямымъ  угламъ.  Продолжая  показанное  построеніе,  полу¬ 
чимъ  наконецъ  треугольникъ  произвольно  большаго  размѣра,  и 
удовлетворяющій  всѣмъ  приведеннымъ  выше  уаіовіямъ.  ^ 

Пусть  будетъ  теперь  какоіі  ни  есть  прямоугольный  тре-Ф.  51! 
угольникъ  ЛВС,  съ  прямымъ  угломъ  при  В.  Построимъ  на 
продолженныхъ  его  сторонахъ  ВЛ  н  ВС  равнобедренны!!  пря¬ 
моугольны!!  треугольникъ  ^ВК^  въ  которомъ  сумма  угловъ 
|)лвііа  двумъ  прямымъ  угламъ.  Принявъ  въ  соображеніе,  что 
сумма  четырехъ  угловъ  четыреуголыіика  І.ЛСК,  какъ  разло¬ 
жимаго  на  два  треугольника,  не  можетъ  превышать  четырехъ 
прямыхъ  угловъ,  очевидно  получимъ 

[2(1  —  а)  -ч-  [2(1  —  с)  =  5(1  —  а  —  с  ^ 

или 

Но,  съ  другой  стороны,  такъ  какъ  сумма  а-ч-с  не  можетъ 
быть  болѣе  сі,  то  и  слѣдуетъ  заключить,  что  а-ч-с  =  ^,  или, 
иначе,  что  сумма  трехъ  угловъ  въ  какомъ  ни  есть  прпмоу?ольномь 
треу?  ельникѣ  Апс  равна  двумъ  прямымъ  угламъ. 

Наконецъ,  имѣя  какоі!  ни  есть  треугольникъ  ЛВСу  Р^із-іа- ф 
гаемь  его  на  два  прямоугольные  АС  В  и  ВС  В.  Въ  слѣдствіе 
доказаннаго  предъ  симъ,  получимъ  а -і-е  =  бі,  [ч-Ь  =  (1;  и  такь 

а-і-еч-  [  ч-  Ь  =  2(1. 

Это  послѣднее  равенство  выражаетъ,  что  сумма  трехъ  угловъ 
въ  какомъ  ни  есть  треугольникѣ  равна  двумъ  прямымъ  у?ламъ,  что 
и  имѣли  въ  виду  доказать. 

Основываясь  на  этой  теоремѣ,  можно  доказать  предложе¬ 
ніе  о  встрѣчѣ  наклонной  съ  перпендикуляромъ  слѣдующимъ, 
весьма  простымъ  образомъ:  положимъ,  что  АВ  есть  предѣлъ  ф  у** 
разстоянія,  на  которомъ  но  предположенію  наклонная  АВ 
къ  АВ  уже  не  встрѣчаетъ  перпендикуляра  ВС  къ  АВ.  И  такъ, 
мы  допускаемъ,  что  всякая  другая  наклонная,  составляющая 
тотъ  же  уголъ  а  съ  ЛВу  но  проходящая  на  разстояніи  отъ 
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точки  й,  мёііьшемт.  нежели  АВ^  пересѣкаеіъ  линію  ВС.  Опус- 
тим'ь  изъ  точки  В  перпендикуляръ  ВЕ  на  АО;  такъ  какъ  уголъ 
АЕВ  прямой,  почему  сумма  двухъ  угловъ  а  и  6  треугольника 
АВЕ  также  равна  прямому  углу,  то  окажется,  что  уголь 
ЕВС=а.  Съ  другой  же  стороны  очевидно,  что  ВЕ<^АВ; 
слѣдовательно,  прямая  ВС  непремѣнно  пересѣчетъ  линію  АО. 

Примѣчаніе.  Предложенные  нами  два  способа  доказатель¬ 
ства  теоріи  параллельныхъ  линій  подвергнутся,  можетъ  быть, 
одному  возраженію,  которое  мы  постараемся  предупредить  нѣ¬ 
которыми  объясненіями.  Всякій,  нЬсколько  знакомый  съ  этою 
теорію,  съ  перваго  взгляда  усмотритъ,  что  поводъ  къ  возра¬ 
женію  можетъ  подать  только  заключеніе,  выводимое  или  изъ 
предложенія  2-го  (п“  19),  или  изъ  предложенія  В  (п®  20). 
Такъ  какъ  сущность  затрудненія  одинакова  въ  обоихъ  случаяхъ, 
то  мы  займемся  только  однимъ  изъ  нихъ,  напримѣръ  первымъ. 

Вспомнимъ,  было  сказано,  что  переходя  кь  предѣлу,  то  есть 
принимая  т  =  сю,  устраняемъ  вмѣстѣ  съ  тѣмъ  сходство  пря¬ 
мой  линіи  съ  кривою.  Дѣйствительно,  пока  число  т  конечное, 
ф.  44.  <^лмыя  разстоянія  АЕ  и  Д'й'"  будутъ  конечныя,  н  въ  употреб¬ 
ленныхъ  нами  сужденіяхъ  мы  не  находимъ  ничего,  что  могло 
бы  устранить,  въ  оів.іечеіпіомъ  смыслѣ,  видъ  выпуклой  кривоіі 
А  РЕ*  къ  АЕ  для  линіи,  соединяющей  точку  А*  съ  Е .  По  при 
т  =  сю,  точки  А  и  Е'  безконечно  удалены  одна  отт»  другой,  и 
тогда  прямо  обнаруживается  невозможность,  чтобы  вся  линія 
А  Е  у  объемлемая  безконечною  ломаною  А  Ач-АЕ~^ЕЕ  у  имѣла, 
па  всемъ  своемъ  протяженіи,  видъ  выпуклой  кривоіі  въ  разсуж¬ 
деніи  Лй*.  Допущеніе  противнаго  совершенно  противорѣчило  бы 
первоначальнымъ  нашимъ  понятіямъ  о  прямоіі  и  кривыхъ  ли¬ 
ніяхъ.  При  строгомъ  воззрѣніи  на  предметъ,  должно  разсматри¬ 
вать  эту  линію  А  Еу  при  т  =  оОу  какъ  имѣющую  видъ  выпук¬ 
лой  кривой,  но  съ  безконечно  малою  кривизною,  при  чёмъ  бли¬ 
жайшее  ея  разстояніе  отъ  прямоіі  АЕ  будетъ  находиться  въ  сре¬ 
динѣ  этой  самой  линіи  АЕ,  Вникнувъ  въ  доказательство,  уви¬ 
димъ,  что  собственно  здѣсь  представляется  возраженіе,  по  по¬ 
воду  котораго  мы  и  войдемъ  теперь  въ  нѣкоторыя  подробности. 

Обратимся  къ  тому  мѣсту  нашего  текста,  гдѣ,  послѣ  дока¬ 
зательства  2-го  предложенія,  мы  заключили,  что  длина,  изо- 
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бражениая  чрезъ  с  [іриг.  40)^  раииа  основанію  а  разсматривае¬ 
мыхъ  нараллельныхъ  линій.  Примемъ  въ  соображеніе  неравенство 


.  26 

С  <  а  -ч - , 

^  т  ’ 


И  вспомнимъ  свойство,  доказанное  со  всею  строгостію,  что  ли¬ 
нія  с  не  можетъ  быть  менѣе  а.  Слѣдовательно,  длина  с  будетъ 
постоянно  заключаться  между  предѣлаліи 

26 

а  и  ан - , 


разумѣя  подъ  Ь  величину  постоянную,  а  подъ  т  цѣлое  число, 
произвольно  большое.  И  такъ,  несомнѣнно,  что  можно  получить 
для  с  величину,  разнствующую  отъ  а  произвольно  мало.  Вопросъ 
состоитъ  вь  томъ,  имѣемъ-лп  право  принять  эти  двѣ  линіи  с  и  а 
въ  строгомъ  смыслѣ  равными  между  собой?  Равенство  конечно 
имѣетъ  мѣсто  при  т  =  оо;  но  не  можетъ-ли  случиться,  что  до 
достиженіи  этого  нредѣла  линія  с  будетъ,  по  положенію  свое¬ 
му,  приближаться  къ  прямой  ЛЕ  по  мѣрѣ  увеличенія  ш,  и  что 
окончательно,  при  т  =  оо,  она  совпадетъ  съ  однимъ  изъ  дѣле¬ 
ній  ЛИ,  ВС,  си,  ВЕ _ ?  Вь  этомъ  предположеніи  разстояніе 

АС  {фи?/4І),  существованіе  котораго  необходимо  для  нашего 
доказательства,  исчезнетъ,  и  всѣ  дальнѣйшія  заключенія  ноте- 
ряютъ  свою  силу. 

Па  это  мы  отвѣчаемъ,  что  линія  с,  въ  строгомъ  смі>і(мѣ,  не 
можетъ  совмѣститься  ни  съ  однимъ  изъ  дѣленій  ЛИ,  ВС,  СО.,.. 
неопредѣленной  прямой  ЛЕ.  Дѣііствителыіо,  еслибъ  мы  допу¬ 
стили  такое  совпаденіе,  то  прямыя  ЛЕ  и  Л  Е  {(/па.  40),  имѣя 
общую  часть,  составили  бы  одну  прямую,  что  протнворѣчитъ 
самому  построенію.  И  такъ,  естественно  заключить,  что  разсто¬ 
яніе  линіи  с  отъ  ЛЕ  не  можетъ  исчезнуть,  даже  при  предѣлѣ^ 
то  есть  при  т  =  оо.  Условясь  въ  этомъ,  окажется,  что  какъ 
бы  мало  не  было  разстояніе  АС  (фиг.  41),  но  какъ  оно  не  равно 
нулю  въ  строгомъ  смыслѣ,  то  неопредѣленное  его  повтореніе 
произведетъ  длину  ощутительную.  Отсюда  уже  заключаемъ  безъ 
всякаго  затрудненія,  что  разстояніе  ЛЛ  [фиг.  42)  можетъ  быть 
сдѣлано  произвольно  большимъ,  и  выводимъ  потомъ  отличитель¬ 
ное  свойство  равноотстоянія  параллельныхъ. 

Впрочемъ,  не  переходя  даікс  къ  предѣлу  7п  =  оо,  мы  въ 
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правѣ  заключить,  что  разность  с  —  а  неопредѣленно  стремится 
къ  пулю.  Въ  самомъ  дѣлѣ,  предполагая  число  т  чрезвычаііно 
большимъ,  с  будетъ  очень  мало  разнствовать  отъ  а,  такъ  что 
избытокъ  линіи  с  передъ  линіеіі  а  можетъ  быть  уменьшенъ  по 
произволенію.  И  такъ,  степень  точности  равенства  с  =  а  зави¬ 
ситъ  отъ  нашего  произвола;  еслибъ  утверждали,  положимъ, что 

разность  с  —  а  превышаетъ  ^^»то  мы  показали  бы  несправед¬ 
ливость  такого  утвержденія,  взявъ,  напримѣръ,  т  =  1000;  дѣй¬ 
ствительно,  получили  бы  въ  этомъ  случаѣ 

.26  .26 

Тб  же  самое  должно  разумѣть  и  о  перпендикулярѣ  СР  {фгіг.4І)у 
потому  что  СР<ССО  пли  <<с,  при  чёмъ  разстояніе  Л6\  какъ 
сказано  выше,  не  можетъ  уничтожиться. 

Изъ  предложенныхъ  объясненій  заключаемъ,  что  еслибъ 
между  спа  существовала  какая  либо  разность, —  что  повлекло 
бы  за  собой  и  разность  между  разстояніями  двухъ  парал.іель- 
ныхъ  линій,  —  то  опа  могла  бы  быть  то.іько  величиною  безко¬ 
нечно  малою.  Къ  такому  же  слѣдствію  привело  бы  пасъ  разсма¬ 
триваніе  суммы  угловъ  треугольника:  руководствуясь  подобны¬ 
ми  соображеніями,  мы  удостовѣрились  бы,  что  еслибъ  суще¬ 
ствовала  разность  между  двумя  прямыми  углами  и  суммою 
трехъ  угловъ  треугольника,  то  она  могла  бы  равняться  только 
безконечно  ма.іо.иу  у?лу. 

Иѣ.  Въ  14  мы  обѣщали  пояснить  нѣкоторыми  развитія¬ 
ми  примѣненіе  закона  однородности  къ  доказательству  теоріи  па¬ 
раллельныхъ  линій.  Мы  полагаемъ,  что  для  безус.іовноіі  стро¬ 
гости  доказательства,  къ  первоначальному  понятію  о  прямой 
какъ  о  кратчайшемъ  разстояніи  между  двумя  точками^  необхо¬ 
димо  присовокупить  еще  другое,  отличительное  ея  своііство,  со¬ 
стоящее  въ  отсутствіи  въ  ней  всякаго  пара.четра.  При  такомъ 
взглядѣ  на  прямыя  линіи,  всё  что  относится  до  ихъ  совокупле¬ 
нія  между  собою,  доказывается  очень  просто.  И  такъ,  мы  ска¬ 
жемъ,  что  для  начертанія  всякоіі  кривой  линіи  требуется  одинъ 
или  нѣсколько  параметровъ^  между  тѣмъ  какъ  для  начертанія 
прямой  линШу  единственной  въ  своемъ  родѣ,  и  существованіе 
которой  мы  сознаемъ  бездоказательно,  не  требуется  никакого 
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параметра.  Дѣйствительно,  всѣ  прямыя,  по  иаложепііі  одіюіі  па 
другую,  совпадаютъ  во  всѣхъ  своихъ  точкахъ,  и  поэтому  тоже¬ 
ственны  между  собою.  Напротивъ  того,  совпаденіе  по  наложе¬ 
нію  вообще  не  имѣетъ  мѣста  для  кривыхъ  линій,  и  ни  одна  изъ 
нихъ  не  можетъ  быть  построена  безъ  употребленія  одного  или 
нѣсколькихъ  параметровъ,  то  есть  опредѣленныхъ  линейныхъ  мѣръ^ 
условливающихъ  размѣры  этихъ  самыхъ  кривыхъ,  ихъ  видъ  и 
кривизну  въ  различныхъ  точкахъ.  Такъ  размѣръ  круга  зависитъ 
отъ  его  радіуса^  параболы^  отъ  ея  параметра;  эллипсъ  и  ипербо- 
ла  опредѣляются  двумя  осями  и  проч.  Намъ  скажутъ,  что  пред¬ 
ложенныя  сей-часъ  понятія  несвоевременны  и  слишкомъ  отвле¬ 
ченны  для  начинающихъ  изученіе  Геометріи;  можетъ  быть,  это 
отчасти  и  справедливо;  но  заключеніе  наше  о  характеристиче¬ 
скомъ  различіи  между  прямою  и  кривою  линіею  сдѣлается  со¬ 
вершенію  доступнымъ  для  всякаго  на  основаніи  слѣдующаго 
замѣчанія:  вообразимъ,  что  нѣсколько  человѣкъ,  независимо 
одинъ  отъ  другаго,  провели  каждый  прямую  линію  и  начертили 
кругъ,  или  другую  кривую  линію  по  условію.  Несомнѣнно,  что 
всѣ  прямыя  линіи  совпадутъ  по  наложеніи  одноіі  на  другую, 
потому  именно,  что  черченіе  ихъ  не  зависѣло  ни  отъ  какоіі  ли¬ 
нейной  мѣры.  'Ітб  же  касается  до  круговъ  напримѣръ,  то,  со¬ 
вмѣстивъ  ихъ  центры,  окажется,  что  всѣ  эти  круги  различны 
по  причинѣ  произвольнаго  выбора  линейной  мѣры,  въ  настоя¬ 
щемъ  случаѣ  радіусовъ  круговъ. 

Сказанное  нами  о  прямыхъ  и  кривыхъ  линіяхъ  ведетъ,  са¬ 
мымъ  естественнымъ  образомъ,  къ  совершенно  подобному  раз¬ 
личію  между  плоскостями  и  кривыми  поверхностями,  И  такъ, 
плоскость,  существованіе  котороіі  мы  только  допускаемъ,  есть 
поверхность,  независящая  ни  отъ  какого  параметра;  напротивъ 
того,  всякая  кривая  поверхность  зависитъ  отъ  одною  или  отъ  нѣ¬ 
сколькихъ  параметровъ. 

Предложенное  нами  различіе  между  прямою  и  кривыми  ли¬ 
ніями  «можетъ  быть  еще  разсматриваемо  съ  другой  точки  зрѣ¬ 
нія.  Мы  можемъ  сказать,  что  прямая  есть  такая  линія,  на  ко¬ 
торой  не  существуетъ  совокупности  двухъ  точекъ  [даже  одной), 
опгличаюгщхся  отъ  другихъ  точекъ  той  же  прямой  какою  либо 
особенностію.  Это  свойство,  совершенно  согласное  съ  нашими 


70 


первоначальными  понятіями  о  прямоіі,  пе  отличается  вь  сущно¬ 
сти  отъ  приведеннаго  выше  въ  отношеніи  къ  параметру;  дѣй¬ 
ствительно,  еслибъ  на  прямоіі  линіи  могли  существовать  хотя 
двѣ  особенпыя  точки,  то  разстояніе  между  ними  опредѣлило 
бы  нѣкоторую  неизмѣнную  длину^  которую  іі  могли  бы  принять 
за  параметръ  прямоіі.  Въ  кривыхъ  линіяхъ,  напротивъ  того,  су- 
піествуетъ  безчис*іенное  множество  совокупленіи  двухъ  или  нѣ¬ 
сколькихъ  точекъ,  отличающихся  какою  либо  особенностію; 
такъ,  напримѣръ,  въ  крут  усматриваемъ  безчисленное  множе¬ 
ство  парь  точекъ,  находящихся  одна  отъ  другой  на  разстояніи 
цѣлаго  діаметра;  въ  параболѣ  имѣемъ  вершину  и  множество  дру¬ 
гихъ  точекъ,  напримѣръ  двѣ  точки,  опредѣляемыя  пересѣче¬ 
ніемъ  съ  кривою  перпендикуляра  къ  ея  оси,  проходящаго  чрезъ 
Фокусъ;  въ  эллипсѣ  и  иперболѣ  двѣ  вершины  отличаются  отъ 
другихъ  точекъ  и  т.  п.  Во  всѣхъ  этихъ  случаяхъ,  разстояніе 
между  двумя  особенными  точками  опредѣлитъ  неизмѣнную  дли¬ 
ну,  которую  можно  принять  за  параметръ  разсматриваемой  кри¬ 
вой  линіи. 

Пеизлишнимъ  считаемъ  замѣтить,  что  предложенныя  ееіі- 
часъ  опредѣленія  для  прямоіі  и  кривоіі  линіи  въ  сущности  ни¬ 
сколько  не  зависятъ  отъ  понятія  о  кратчайшемъ  разстояніи,,  ко¬ 
торое  само  составляетъ  одно  изъ  отличительныхъ  свойствъ 
прямой  линіи.  Хотя  дѣйствительно  мы  и  разумѣли  подъ  пара¬ 
метромъ  кратчайшее  разстояніе  между  двумя  точками,  представ¬ 
ляющими  какую  либо  особенность,  но  легко  видѣть,  что  заклю¬ 
ченія,  выводимыя  изъ  нашихъ  опредѣленій,  нисколько  не  поте¬ 
ряютъ  своеіі  силы,  когда  понятіе  о  кратчайшемъ  разстояніи  за¬ 
мѣнимъ  поплтіемъ  о  неизмѣнности  положенія  двухъ  разсматри¬ 
ваемыхъ  точекъ,  не  упоминая  даже  о  томъ,  но  какой  именно 
.1ИНІИ  слѣдуетъ  переходить  отъ  одноіі  точки  къ  другоіі. 

На  основаніи  предложеннаго  въ  началѣ  этого  п®  понятія  о 
прямоіі  линіи,  мы  докажемъ,  совершенно  строгимъ  образомъ, 
теорему  о  встрѣчѣ  наклонной  съ  перпендикуляромъ. 

Пусть  будетъ  АВ  наклонная,  а  ВС  перпендикуляръ  къ  АЕ, 
Слѣдуетъ  доказать,  что  АВ  пересѣчется  съ  ВС  по  достаточномъ 
продолженіи  обѣихъ  прямыхъ.  Покажемъ,  что  не  допустивъ 
пересѣченія,  будемъ  приведены  къ  явпой  невозможности.  Если, 
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удаляясь  отъ  точки  Л,  станемъ  опускать  ить  т,  т,  т"....  на 
прямую  АЕ  перпендикуляры  тр,  т'р\  т'р"....,  которые  очевид- 
НО  не  могутъ  падать  въ  то  можетъ  с.іучиться  одно  изъ  двухъ  і 
или  основанія;),/,/'....  перпендикуляровъ  будутъ  пеопредѣ- 
ленно  удаляться  отъ  вершины  А  угла,  или  же  будутъ  посте¬ 
пенно  приближаться  къ  нѣкоторой  точкѣ  О,  никогда  не  дости¬ 
гая  ея,  и  слѣдовательно  не  переходя  за  сказанную  точку.  Пер¬ 
вый  случай  ведетъ  непосредственно  къ  заключенію,  что  всякая 
наклонная  пересѣкается  с  ь  перпендику .іяромъ.  И  такъ,  мы  дол¬ 
жны  разсмотрѣть  второй  случай,  то  есть  допустить  существова¬ 
ніе  предѣльной  точіш  О,  и  поэтому  предѣльной  прямой  линіи  АО^ 
длина  которой  опредѣляется  у?ломъ  ЕАО.  По  мы  покажемъ,  что 
такой  зависимости  опредѣленной  длины  отъ  пр ямолинейнаю  у?ла 
допустить  невозможно.  Для  этого  замѣтимъ  во-первыхъ,  что 
уголъ  ЕАО  вполнѣ  опредѣляется  тремя  понятіями,  именно:  по- 
нятіем'Ь  о  прямой  линіп^  о  плоскости  и  объ  отвлеченномъ  числѣ. 
Дѣйствительно,  уголъ  ЕАВу  какой  бы  онъ  не  былъ,  составитъ 
нѣкоторую  опредѣленную  часть  прямаго  угла  ЕАЕу  построен¬ 
наго  въ  плоскости  ЕАО;  такъ,  напримѣръ,  онъ  будетъ  равенъ 
^  пряма?о^  и  слѣдовательно  величина  его  условливается  отвле¬ 
ченнымъ  числомъ.  По  данному  же  отвлеченному  числу^  о  кото¬ 
ромъ  говоримъ,  и  понятіи  о  плоскости  и  о  прямой  линіи  для 
проведенія  сторонъ  угла  іДП,  этотъ  уголъ  опредѣлится  впол¬ 
нѣ.  И  такъ,  длина  АО  до.іжна,  такъ  сказать,  получить  проис¬ 
хожденіе  изъ  трехъ  понятій:  1-е  неопредѣленной  прямой^  2-е  «е- 
опредѣленной  плоскости  и  3-е  отвлеченнаго  числа.  Но  какъ  ни 
одно  изъ  этихъ  трехъ  понятій  не  заключаетъ  въ  себѣ  никакого 
элемента,  однороднаго  съ  именованною  длиною^  то  и  заключаемъ, 
что  предѣльная  линія  АО  существовать  не  можетъ,  и  что,  слѣ- 
довательпо,  наклонная  АО  пересѣчетъ  всякій  перпендикуляръ 
ВС,  какъ  бы  точка  В  не  была  удалена  отъ  точки  А. 

Законъ  однородности,  употребленный  въ  предъидущемъ 
2 1 ,  можетъ  быть  выраженъ  и  въ  слѣдующемъ  обратномъ 
видѣ:  данная  д.шна  прямой  линіи  не  опредѣляетъ  угла.  Дѣйстви¬ 
тельно,  данная  длина,  разсматриваемая  отдѣльно,  безъ  всякой 
другоіі  однородной  съ  нею  величины  для  сравненія,  очевидно 
не  можетъ  привести  ни  кь  какому  отвлеченному  числу;  слѣдо- 
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ватслыю  опа  не  можетъ  определить  п  прямолііііеііііаго  угла, 
которыіі,  какъ  объяснено  выше,  выражается  числомъ  отвлечен¬ 
нымъ.  Допустивъ  это  начало,  мы  докажемъ  очень  просто  и  со¬ 
вершенно  строго  одно  изъ  основныхъ  предложеній,  напримѣръ, 
существованіе  четырехъ-сторонноіі  прямолинейной  Фигуры,  въ 
которой  сумма  четырехъ  угловъ  будетъ  равна  четыре^мъ  пря¬ 
мымъ  угламъ  (предложеніе  Г  2-го  рода,  п®  1). 
ф.  54.  Пусть  прямая  линія,  данной  длины,  будетъ  АП.  Примемъ 
её  за  катетъ  равнобедреннаго  прямоугольнаго  треугольника 
сдѣлавъ  АС=ЛІІ;  нрямоіі  уголъ  будетъ  при  Ау  а  общую  вели¬ 
чину  равныхъ  угловъ  при  В  и  С  означимъ  чрезъ  а.  Въ  силу  до¬ 
пущеннаго  начала,  уголъ  а  не  будетъ  зависѣть  отъ  опредѣлен¬ 
ной  длины  АВ;  сл кдователыю,  еслибъ  измѣнили  АВ  въ  другую 
произвольную  длину,  положимъ  въ  АОу  и  построили  новый  рав¬ 
нобедренный  прямоугольный  треугольникъ  АВЕ^  въ  которомъ 
АЕ=АВу  то  углы  при  П  и  Еу  не  завися  отъ  катетовъ,  имѣли 
бы  прежнее  общее  значеніе  а.  Такимъ  образомъ  получаелгь  че- 
тіэірехъ-сторонііую  прямолинейную  Фигуру  ВСЕВ  такого  свой¬ 
ства,  что  сумма  четырехъ  угловъ  ея  равна  четыремъ  прямым7> 
угламъ.  Выводъ  дальнѣйшихъ  слѣдствііі,  проистекающихъ  изъ 
этого  основнаго  своііства,  нс  представ.іяетъ  уже  никакихъ  за¬ 
трудненій. 

вЖ.  Заключимъ  нашъ  Опытъ  краткимъ  указаніемъ  на  поль¬ 
зу,  которую  можно  вообще  изв.іечь  изъ  закона  однородности  при 
изложеніи  началъ  Геометріи.  Начнемъ  съ  доказательства  слѣ¬ 
дующаго  предложенія: 

Двѣ  прпмыЛу  имѣющія  двѣ  общія  точіШу  совпадаютъ  во  всемъ 
своемъ  протяженіи. 

Доказательство  этой  истины,  обыкновенно  предлагаемое  въ 
курсахъ,  нодаеть  поводъ  къ  справедливымъ  возраженіямъ.  М 
во-первыхъ,  оно  основано  на  теоремѣ  о  равенствѣ  прямыхъ  уг- 
.іовЪу  а  это  предложеніе,  какъ  намъ  кажется,  не  можетъ  быть 
строго  оправдано  не  допустивъ  самоіі  истины,  которую  имѣемъ 
вь  виду  доказать.  Съ  другоіі  стороны,  въ  доказательствѣ  опу¬ 
скаютъ,  безъ  разсмотрѣнія,  предположеніе  о  возможности  без¬ 
конечно  ма.іыхь  прямолинейныхъ  угловъ.  Воіідемъ  по  этому  пред¬ 
мету  въ  нѣкоторыя  подробности,  и  приведемъ,  для  ббльшей 
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опредѣлитеѵіыіости,  изложеніе  занимающей  насъ  нсгііны,  заим¬ 
ствуя  его  у  Лежандра. 

«Пусть  общія  точки  будутъ  А  н  В;  прежде  всего  замѣтимъ,  ф. зз. 
что  двѣ  прямыя  между  А  и  В  сливаются  въ  одну,  иначе  между 
двумя  точками  проходили  бы  двѣ  прямыя  линіи,  что  невозмож¬ 
но  въ  силу  принятой  аксіомы.  Положимъ  теперь,  что  двѣ  раз- 
сматриваемыя  линіи,  по  продолженіи  ихъ,  начинаютъ  расхо¬ 
диться  въ  точкѣ  С,  такъ  что  одна  изъ  нихъ  идетъ  по  С/),  а  дру¬ 
гая  по  СЕ,  Изъ  точки  С  проводимъ  СР  такъ,  чтобы  уголъ  АСР 
былъ  прямоіі.  Но  линія  АСО  прямая;  слѣдовательно  уголъ  РСО 
будетъ  прямой;  также  линія  АСЕ  прямая,  почевіу  и  уголъ  РСЕ 
прямой.  Съ  другой  же  стороны  часть  РСЕ  не  можетъ  быть  рав¬ 
на  цѣлому  РСѴ;  отсюда  заключаемъ,  что  когда  прявіыя  имѣютъ 
двѣ  общія  точки  Л  и  /?,  то  онѣ  не  могутъ  разъединиться  ни  въ 
какой  точкѣ,  а  поэтому  совмѣщаются  во  всемъ  своемъ  протя¬ 
женіи.» 

Это  доказательство,  какъ  уже  завіѣчено  выше,  основано  на 
теоремѣ  о  равенствѣ  прямыхъ  угловъ;  сверхъ  того  въ  невіъ  пред¬ 
полагается,  что  уголъ  ОСЕ  есть  конечный.  Но  при  строголіъ  воз¬ 
зрѣніи  на  предметъ,  слѣдовало  бы  предупредить  возраженіе,  что 
этотъ  уголъ  ОСЕ  можетъ  быть  безконечно  малымъ^  подобно  уг¬ 
лу,  составляевіому  касательною  съ  кривою  линіей.  И  дѣйстви¬ 
тельно,  на  какомъ  основаніи  допускаемъ  віы,  что  двѣ  прявіыя, 
въ  общей  имъ  точкѣ,  не  віогутъ  находиться  точно  въ  такихъ 
же  обстоятельствахъ  одна  въ  разсужденіи  другой,  какъ  двѣ  кри¬ 
выя  линіи,  или  какъ  кривая  и  прявіая,  взаимно-касательныя? 

Нѣмъ  отличаевгь  мы,  въ  нашихъ  заключеніяхъ,  прявіую  СЕ  отъ 
частей  кривыхъ,  каковы  напримѣръ  СО  и  С0\  которыя  имѣли 
бы  въ  точкѣ  С  касательную  С01  Вотъ  вопросы,  которые,  безъ 
совінѣнія,  ВІЫ  ивіѣемъ  право  предложить  себѣ.  Поэтому  намъ  и 
кажется,  что  обыкновенныя  доказательства  приводимой  теоре¬ 
мы  не  совсѣмъ  удовлетворительны  со  стороны  строгости. 

Руководствуясь  предложеннымъ  выше  понятіевіъ  о  свойствѣ 
прямой  линіи,  по  которому  она  не  можетъ  привести  къ  опредѣ- 
ленной  длинѣ^  мы  въ  состояніи  доказать  строгимъ  образомъ  за¬ 
нимающее  насъ  предложеніе.  Въ  самомъ  дѣлѣ,  пусть  будутъ  АВ  ^ 
и  ОЕ  двѣ  прямыя,  пересѣкающіяся  въ  точкѣ  С,  Положимъ,  что  ф.  56. 

^  6 
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прямую  ОЕ  обращаемъ  около  С  въ  первоначальной  плоскости 
двухъ  линій  АВ  и  ОЕ,  и  что  она  приняла  положеніе  О  Е .  При 
переходѣ  могло  случиться  одно  изъ  двухъ:  или  линія  всѣми 
точками  своими  совмѣщалась  съ  АВ,  или  не  всѣми.  Первое 
предположеніе  ведетъ  прямо  къ  заключенію  о  справедливости 
теоремы,  и  поэтому  нечего  на  немъ  и  останавливаться.  Во  вто¬ 
ромъ  предположеніи  должно  допустить  существованіе  нѣкото¬ 
рыхъ  точекъ  Р,  (і..,.  по  одну  сторону  С,  и  соотвѣтственныхъ 
имъ  Р^,  о',...  по  другую,  общихъ  обѣимъ  прямымъ  АВ  и  ОЕ. 
Но  это  невозможно  потому  что  тогда  двѣ  прямыя  ЛВ  и  ПЕ,  про¬ 
тивно  сказанному,  опредѣлили  бы  именованную  длину,  напримѣръ 
СР,  предполагая,  что  точка  Р  есть  ближайшая  къ  С.  Слѣдова¬ 
тельно,  двѣ  пря.иыя  мо?хутъ  и.чѣть  и.т  одну  общую  точку,  и.т  всѣ. 

Въ  заключеніе  приложимъ  тѣ  же  соображенія  къ  другой, 

I  также  основной  теоріи  Геометріи,  именно  къ  своііства.иъ  пропор- 
Ф.  Ь^.  г^іональныхъ  .імній.  Положимъ,  что  данъ  уголъ  ВАС=а.’,  сверхъ 
того  допустимъ,  что  имѣемъ  еще  другой  уго.\ъЕОР=^  съ 
условіемъ,  что  сумма  а-н^  менѣе  двухъ  прямыхъ  угловъ.  Если 
чрезъ  произвольныя  точки  р,  р  ....  прямоіі  АВ,  проведемъ 
линіи  рт,  р'т',  р"т". . . . такъ,  чтобы  углы  Арт,  Арт  ,  Ар'т  .... 
были  равны  р,  то  эти  прямыя /)т,  ріп,  р"т"....  непремѣнно  пе¬ 
ресѣкутъ  АС  въ  силу  Эвклидовой  11-іі  аксіомы,  которая 
сама  есть  слѣдствіе  доказаннаго  въ  н®  21  предложенія  о  пере¬ 
сѣченіи  наклонной  съ  перпендикуляромъ.  Разсмотримъ  теперь 
отпошсиіл : 

Ар  Ар'  Лр^ 
рт  р  т  р  т 

л:ончетъ  случиться  одно  изъ  двухъ:  или  всѣ  эти  отношенія  бу- 
д>тъ  равны  между  собою,  или  между  ними  найдутся  по  край¬ 
ней  мѣрѣ  два  различныя.  Первое  предположеніе  приводитъ  не¬ 
посредственно  къ  теоріи  пропорціональныхъ  линій,  которая  слѣ¬ 
довательно  будетъ  доказана,  если  покажемъ,  что  второе  пред¬ 
положеніе  невозможно.  Допустимъ  же,  что  два  изъ  приведен¬ 
ныхъ  отношеній,  напримѣръ 

и  4^, 

рт  р  т' 

различны  между  собой;  тогда  получимъ 
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^Р'  ^ 

ртп  р'ш'  ’ 

разумѣя  подъ  8  число  отвлеченное,  отличное  отъ  нуля.  Если  бы 
это  равенство,  при  величинѣ  8  данной  напередъ  и  выбранной 
надлежащимъ  образомъ,  могло  состояться  нѣсколько  разъ,  то 
есть  для  нѣсколькихъ  системъ  параллельныхъ  линій,  каковы 
рт,  рш\  рт  .....  то  мы  приняли  бы  рт  и  рѴ  за  первую  изъ 
этихъ  системъ,  именно  за  ту,  для  которой  рт  и  рт  наиближе 
отстоятъ  отъ  точки  А.  И  такъ,  въ  допущенномъ  предположе¬ 
ніи,  данныя  нашего  вопроса,  то  есть  два  прямолгтейные  угла  а 
II  р  съ  отвлеченнымъ  числомъ  8,  опредѣлили  бы  нѣкоторую  дли¬ 
ну.  напримѣръ  Ар  или  Ат.  или  еще  перпендикулярное  разстоя¬ 
ніе  между  двумя  параллельными  линіями  рт  и  р  т  .  чего  быть 
не  можетъ.  Отсюда  должно  заключить,  что  второе  предположе¬ 
ніе  невозможно,  и  что  слѣдовательно  всѣ  отношенія 

Ар  Лр^  ^^р^ 
рт  р  т  р  т 

равны  между  собою,  въ  чёмъ  и  состоитъ  отличительное  свой¬ 
ство  пропорціональныхъ  линій.  Предложенное  доказательство 
этой  теоріи,  сверхъ  простоты  своей,  имѣетъ  еще  и  то  преиму¬ 
щество,  что  равно  приличествуетъ  какъ  случаю  соизмѣримыхъ, 
такъ  и  несоизмѣримыхъ  между  собою  линій. 

Легко  усмотрѣть,  что  подобныя  сужденія,  основанныя  на 
томъ  же  законѣ  однородности,  могутъ  привести  къ  совершенно 
строгимъ  доказательствамъ  другихъ  истинъ,  относящихся  къ 
Геометріи. 


(Перепечатано  изъ  II- го  Тома  Ученыхъ  Записокъ  Импкраторской  Академііі 
Наукъ  по  первому  и  третьему  Отдѣленіямъ.) 
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